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PREDGOVOR

Ovo je drugi deo Zbirke zadataka u okviru kursa elektromagnetizma
sa studente fizike na Prirodno-matematickom fakultetu kragujevackog Uni-
verziteta. Prvi deo, pod nazivom Elektricno polje pojavio se pre izvesnog
vremena kao interna publikacija Instituta za fiziku.

Zadaci su pre svega namenjeni studentima druge godine fizike, kao pomoc¢
pri izucavanju elektromagnetskih fenomena. Zbog toga su ukljuceni mnogi
zadaci koji se, kao tipi¢ni, ne smeju izostaviti jer bi bio povredjen obrazovni
cilj kursa. Izvestan broj zadataka, medjutim, imaju nestandardni karakter i
studenti ih mogu savladati jedino uz povieni interes 1 produbljeni pristup;
takvi zadaci stoje kao izazov pojedincima koji sebe vide u takvoj ulozi. Nase
iskustvo govori da u svakoj generaciji ima mladih ljudi sposobnih za nat-
proseéno usvajanje znanja i njima treba dati Sansu i u ovakvim zbirkama.

Mislimo da je resavanje svakog sadatka svojevrstan kreativan cin. U
tom svetlu, kao §to je u metodici veé primeéeno, za talentovane ucenike
je formalni kraj zadatka tek pravi pocetak za dublje osvetljavanje nacetog
problema. Zato smo uveli Pitanja i komentare kao podsticaj u tom pravcu,
nudeéi ideje za generalizacije, asocijacije, rai¢iséavanje dilema i sl. Tu ce
se testo nadi i opaske koje omoguéavaju potpunije korié¢enje udzbenika. U
tom je smislu ova Zbirka nesto vise od puke ilustracije formula magnetizma.

Zadaci su reseni. Numerici je posvecena duzna paznja mada, razumljivo,
u sazetijoj formi nego u prvoj knjizi o elektricnom polju. Kod nas nisu ceste

sbirke resenih zadataka iz ove oblasti opste fizike. Smatramo da se vestina
resavanja zadataka moze utiti na primerima.

U Kragujevcu, prolece 1993. Autori



Pregled osnovnih formula 1

GLAVA UVODNA

PREGLED OSNOVNIH FORMULA

Sila koja deluje na strujni element idfjednaka je
— i Ve
dF =idlx B . (1)

Vektor E), koji je osnovna karakteristika magnetskog polja, zove se magnet-
ska indukcija. Relacija (1) je definiciona za magnetsku indukciju. (876)*

[_Z] Na pravolinijski deo provodnika duzine £ deluje sila

— e

Faixp. (2)
Tzraz vazi ako je ceo provodnik u homogenom magnetskom polju indukcije
B. (576)

Ako postoji nekoliko strujnih kontura koje daju u nekoj tacki, redom,

magnetske indukcije 73-)1 ,_ﬁg ,... onda je magnetska indukcija rezultujuceg
polja jednaka vektorskom zbiru indukcija pojedinih kontura:

—

—§=Bl+§2+"'22§k- (3)
k

Ovaj stav, koji ima uporiste u eksperimentu i iskustvu uopste, naziva se
princip superpozicije. (§76)

‘ 4. | Opit pokazuje da se oko strujnog elementa id? formira magnetsko polje
indukcije

1
dB = ———. 4
47 73 )

* Na kraju svakog odeljka u ovom uvodu, gde se prikazuje neka od formula
magnetizma, u zagradi se navodi i broj paragrafa, mesto u udzbeniku gde se
o tome govori detaljno; radi se o knjizi: S. G. Kalasnjikov, Elektricitet,
”Nauka”, Moskva 1977 (prevod na srpski Dr V. M. Babovié, interno izdanje
Prirodno-matematickog fakulteta u Kragujevcu,).



2 Glava uvodna

Ovde je 7 radijus vektor koji povezuje strujni element i posmatranu tacku
u kojoj se odredjuje indukcija, a po je magnetska konstanta. Formula nosi
naziv Bio-Savar-Laplasov zakon. (§76)

Dva paralelna strujna elementa se privlage (a odbijaju se ako su an-
tiparalelna) silom kojoj je intenzitet odredjen izrazom

. ;L_oildf1 iQdfz

dF g
4t 7'12

(5)
Ovde je 73 rastojanje izmedju strujnih elemenata. (§76)

Teoremom o magnetskom naponu izrazava se jedno vazno svojstvo
magnetskog polja sadrzano u ovom kratkom matemati¢kom iskazu

j[ﬁ-ds*:i. (6)

Relacija vazi za proizvoljno, vremenski konstantno polje koje je izazvano

proizvoljnom raspodelom struja u prostoru. Ukratko, magnetski napon duz
zatvorene konture jednak je ukupnoj jacini struje koja protite kroz povrsinu
ograni¢enu posmatranom konturom. Vrlo Cesto se ova teorema u literaturi

—
naziva i teorema o cirkulaciji vektora H . (§81)

Magnetska indukcija u torusnom namotaju izratunava se iz obrasca

/L()Ni
oQrr

(7)

Ovde je N broj navoja torusa, i je jaéina struje kroz namotaj, a r polupreénik
zamisljene kruznice kojoj pripada posmatrana tacka u torusu. (§81)

Magnetska indukcija u centru dugog solenoida izracunava se iz obrasca
B = poni . (8)

Ovde je n broj navoja po jedinici duzine solenoida (linijska gustina navoja),
a i je jatina struje kroz solenoid. (§81)

Magnetski moment strujne konture definige se relacijom
Py =457 . 9)
Ovde je i jacina struje, S je povrdina ogranicena strujnom konturom a 7

jedini¢ni vektor normale na povrsinu. Smer normale u skladu je sa smerom
struje (pravilo desnog zavrtnja). (§82)
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Magnetski fluks se definise relacijom

d = /BndS. (10)

S

Normalna komponenta indukcije za datu elementarnu povrsinu d.$ oznacena
je sa By. Povréinski integral se proteze na celu posmatranu povrsinu 5.

(§84)
Mehanicki rad u magnetskom polju moze se izratunavati polazeci od

relacije
6A=1d®. (11)

Ovde je 6A rad sila polja, a d® prirataj magnetskog fluksa kroz povrsinu
ograni¢enu konturom kojom tece struja jacine i. (§84)

Kada se ravna strujna kontura nadje v homogenom magnetskom
polju, na nju deluje moment sile

M=p.xB. (12)

Ovde je P, magnetski moment strujne konture, a B magnetska indukcija.

(§85)

Na elementarnu strujnu konturu, proizvoljno orijentisanu u prostoru,
deluje mehanicka sila

F =@ V)E, (13a)
u nehomogenom magnetskom polju indukcije B. Ako je Pm usmeren u

celosti duz odredjene ose, recimo ose z, a indukcija zavisi jedino od koordi-
nate z, izraz za silu se redukuje na

dB
Gradijent magnetskog polja odreduje veli¢inu i smer magnetske sile. (§85)
Oko pokretnog naelektrisanja ¢ formira se magnetsko polje indukcije
qi X T

B
3

(14)

515

Naelektrisanje se kreée konstantnom brzinom #. U datom momentu, kada
odredjujemo vrednost indukcije, 7 je radijus-vektor povuéen od naelek-
trisanja do posmatrane tacke. Magnetsko delovanje pokretnog naelektrisanja



4 Glava uvodna

zavisi od ekvivalentnog strujnog elementa il = ¢¥. Formula (14) ne vazi za
proizvoljno velike brzine veé jedino za brzine znatno manje od brzine svet-
losti. Inace, moie se smatrati da je formula nastala uopStavanjem eksperi-
mentalnih fakata pri nerelativistickim brzinama. (§86)

Na pokretno optereéenje ¢ u magnetskom polju deluje Lorencova sila
— —
F=gtxB. (15a)

(lestica se kreée brzinom # u magnetskom polju indukcije B. Ako postoji

jos i elektri¢no polje .l_'f), ukupna sila je jednaka

F=qE+¢ixB. (15b)

I ovaj izraz za elektromagnetsku silu na pokrstno opterecenje se naziva
Lorencova sila . Tzraz je univerzalan. VaZi i za vremenski promenljiva polja,
pri proizvoljnim brzinama. Na nepokretno opterecenje magnetsko polje ne
moze da dejstvuje. (§88)

Osnovni zakon elektromagnetske indukcije, u Maksvelovoj formulaciji,

izrazava se formulom

&= o (16)

Todt

Indukovana elektromotorna sila duz date konture proporcionalna je brzini
promene magnetskog fluksa kroz povrsinu koja se naslanja na konturu. Znak
minus u formuli je u skladu sa Lencovim pravilom. Zakon je na snazi kada se
magnetski fluks kroz konturu menja zbog kretanja konture, ili zbog promene
magnetskog polja u vremenu, ili ako se dogadja i jedno i drugo istovremeno.

(891)
Ako je i jatina struje u datoj konturi, onda je fluks kroz konturu

®=Li. (17)
Koeficijent proporcionalnosti L naziva se koeficijent samoindukcije ili prosto

induktivnost konture. (§93)
Elektromotorna sila samoindukcije data je formulom

__di()
£ ol (18)

koja vazi za nedeformabilnu konturu. Elektromotorna sila samoindukcije
proporcionalna je brzini promene struje. (§93)
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Uspostavljanje struje u r,L kolu odvija se po zakonu

i=T (1 . e—*/T) : (19)

gde je I asimptotska vrednost struje data koliénikom elektromotorne sile u
kolu i ukupne omske otpornosti kola (£/r),aT = L/r , vremenska konstanta
kola (koli¢nik induktivnosti kola i omske otpornosti). (§95)

Iséezavanje struje u r,L kolu odvija se po zakonu
i=Iye T, (20)
Pocetna vrednost struje u kolu je bila Iy, a vremenska konstanta T ima isti
smisao kao i u formuli za uspostavljanje struje, jednacina (19). (895)
Elektri¢na struja ja¢ine i u konturi induktivnosti L formira magnetsko
polje cija je energija
1

W= §Li2 : (21)

Clesto se ova energija naziva sopstvena energija struje. (896)

Gustina energije magnetskog polja, u tacki gde je jatina magnetskog
polja H, data je izrazom

% 2= %uoH2 : (22a)

U linearnoj sredini koju karakteriSe magnetska permeabilnost p, desnu

stranu jednagine treba jos pomnoziti tom velicinom. Energija magnetskog
polja sadrzana u zapremini 7 iznosi

1
W= o / WH?dr . (22b)

r

Energija je lokalizovana u magnetskom polju. (897)

Posmatrajmo dve strujne konture koje su magnetski spregnute. Prva
kontura stvara kroz drugu magnetski fluks

@12 - ngil ’ (23(1)
a druga kroz prvu, na slican nacin

®y1 = Loyt - (23b)
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Veli¢ine i; i ip su jaéine struja u prvoj i drugoj konturi, respektivno, a
Lys i Loy su koeficijenti uzajamne indukcije. U odsustvu feromagnetskih
materijala vazi

ng = L21 . (236)
Ovo zanimljivo i vaZno svojstvo naziva se teoremom uzajamnosti. (§98)

Ako su date dve strujne konture s jaéinama struja 4, i iz i ako medju
njima postoji magnetska veza okarakterisana koeficijentom uzajamne induk-
cije Lyq, tada je

Wia = Liat1ta . (24)
Ovaj se ¢lan naziva energija uzajamnog dejstva dve struje. U zavisnosti od
smerova struja, on moze biti kako pozitivan, tako i negativan. (§99)

Zakon odrzanja energije u prisustvu magnetskog polja moze se zapisati
u vidu

3 Eikdt =Y riitdt + 6A+d (Z > %Lkgikig> ; (25)
k k k| £

Sumira se po broju nepokretnih (ili pokretnih) strujnih kontura. Relacija
ustanovljava da rad strujnih izvora odlazi na DZulovu toplotu, mehanicki
rad u sistemu i promenu energije magnetskog polja. (§100)

Pri sporoj, proizvoljnoj deformaciji strujne konture dobija se iz zakona
odrzanja energije
1
AA = A(—Li2> . (26)
2 i=const

Mehani¢ki rad ponderomotornih sila jednak je ptomeni energije magnetskog
polja, pri konstantnoj vrednosti jacine struje. (§101)

Vektor magnecenja supstancije I (magnetizacija) definige se na sledeéi

nacin: N
P
foy ), (27)

Magnetski momenti molekularnih struja oznateni su sa p,,. Sumiranje se vrsi
po svim molekulima u zapremini 7, koja je fizicki mala. Vektor magnecenja je
dakle magnetski momenat jedini¢ne zapremine supstancije i osnovna velicina
koja karakterise magnetsko stanje supstancije. (§103)

Pri homogenom magneéenju, magnecenje I, odnosno moduo vektora
magnecenja I, jednako je linijskoj gustini povrsinske struje magnetika

I=ji. (28)
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Detaljnije 0 ovome videti u udzbeniku. (§103)

Po definiciji, magnetska indukcija u magnetiku jednaka je zapreminski
usrednjenoj vrednosti mikroskopske magnetske indukcije:

B =(Bu). (29)

Detaljnije videti u udzbeniku. (§105)
Pod jatinom magnetskog polja u magnetiku podrazumevamo vektor

H koji je definisan na sledeci nacin:
-1TI. (30)

Vektor H je kombinacija dva ¢lana, B 1o i I, koji imaju svoju jasnu fizicku

osobenost. Prema tome, " je pomo¢ni vektor, kojem se tesko moze pripisati
samostalni dublji fizicki smisao. (§105)

U izotropnim, linearnim magneticima, shodno onom sto sledi iz
eksperimenta i iskustva uopste, vazi relacija

F=xH, (31)

gde je k magnetska susceptibilnost supstancije. (§105)
U izotropnom i linearnom magnetiku vektori magnetske indukcije i

jacine magnetskog polja su u linearnoj vezi

—

Popnl (32)

Ovde je p (relativna) magnetska permeabilnost supstancije. (§105)

Magnetska permeabilnost supstancija koje spadaju u paramagnetike
ili dijamagnetike odredjena je relacijom

p=1+k, (33)
gde je k magnetska susceptibilnost posmatrane sredine. (§105)

. v . .- b= . =3 . . ve . . .
Granicni uslovi za vektore B i H na razdvojnoj povrsini izmedju

magnetika permeabilnosti g i magnetika permeabilnosti py glase:

Bnl = Bn2 ’ (34(1)
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Htl = Htg . (34b)

Normalna komponenta vektora magnetske indukcije neprekidna je. Tangen-
cijalna komponenta vektora ja¢ine magnetskog polja neprekidna je. (§108)

Zakon prelamanja linija vektora magnetske indukcije odredjen je izra-
zom
A (35)
tgas o
Linije indukcije, ulazeci u sredinu vece permeabilnosti, udaljavaju se od nor-
male i samim tim se zguénjavaju. (§108)

Klasican tretman kretanja elektrona po kruznoj (ili elipticnoj )

putanji u atomu daje za Ziromagnetski odnos

le
F:_ﬁﬁ' (36)

Ziromagnetski odnos je koli¢nik orbitalnog magnetskog momenta i mehani-
¢kog momenta (momenta koli¢ine kretanja). (§115)

Larmorova teorema govori o uticaju magnetskog polja na orbitalni
elektron. Larmorova ugaona brzina precesije iznosi

leB
Q—gﬁ

(37)

Dejstvo magnetskog polja na pokretni elektron svodi se na superpoziciju tog
kretanja i ravnomerne rotacije orbitalnog (magnetskog) momenta ugaonom
brzinom € oko pravca spoljasnjeg magnetskog polja. (§115)

Sopstveni ziromagnetski odnos elektrona iznosi
l.=-——. (38)

Danas se uzima da je sopstveni (spinski) magnetski momenat elektrona
9,283 10~2* Am®. Ta veli¢ina se naziva magneton. (§117)

Za mnoge paramagnetske supstancije, magnetska susceptibilnost je

obrnuto srazmerna temperaturi:

C
K:T. (39)

Ovaj zakon ustanovio je Kiri, a klasi¢no objasnjenje nalazi u Lanzvenovoj
teoriji. Shodno njoj, parametar C' je po redu veli¢ine nugp?, /(3k), gde je
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n koncentracija atoma u supstanciji, pm je moduo magnetskog momenta
atoma i k Bolcmanova konstanta. (§118)

7a tehnitke transformatore u praznom hodu vazi relacija
U N
L2, (40)
U, N,

Ona pokazuje da je sekundarni napon jednak primarnom naponu pomnoze-

nom koeficijentom transformacije Na/Ni. (8§133)

Maksvelove jednacine u integralnom obliku glase:

ot
¢ 5
0B,
74 Bt = - [ 52as, (41b)
L S
fDndS =q, (41c)
s
ands =8, (41d)
5

Jacina struje 7 moze da se izrazi preko gustine struje, 1 = fs jndS, imajuci

u vidu vezu j = \E. Naelektrisanje ¢ moze da se izrazi preko gustine
. . . . __) . _> . __> . é

naelektrisanja, ¢ = [, pdV. Takodje, vektori B i H, kaoi D i E su

povezani, ¢esto u obliku B = uuon i D = 550ﬁ. Velicine €, i A su
tzv. materijalne konstante, karakterisu svojstva sredina i ulaze u Maksvelove
jednacine kao zadate velicine. (§137)

Maksvelove jednacine u vektorskoj formi glase:

. 0D
8 =74 — 4
—_—
rot B = ——(%'i— y (42b)
divD =p, (42¢)
——
divE =0. (42d)

Detaljnije u udzbeniku. (§138)
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Lorencove transformacije za elektromagnetsko polje imaju oblik
E; = Eyg, Ey = (Ely 50 vBlz) y Er=7 (Elz g ”Bly) ) (43a)

He=Hqis, Hy=‘)/(H1y+1JD12), HZZ’)’(le—UD]y). (43b)
Skraéenica v stoji za recipro¢nu vrednost veli¢ine y/1 — B% ,gde je B =v/co
(co - brzina svetlosti u vakuumu). Ove relacije omogucavaju da se nadje

. _+ . _-> . .. .. 7
elektromagnetsko polje E i H u sistemu referencije K, koji se krece u odnosu
na drugi sistem K; u pravcu ose 1, u njenom pozitivnom smeru, brzinom

— —
v, ako je poznato elektromagnetsko polje £ i H; u referentnom sistemu
K;.



Osnovne konfiguracije 11

GLAVA PRVA

MAGNETSKO POLJE STRUJA U VAKUUMU.
OSNOVNE KONFIGURACIJE

1.

Odrediti vektor magnetske indukcije u okolini tankog, pravog provodnika
konaéne duzine kojim protice struja zadate jatine.

Oznatimo sa I jacinu struje u provodniku. DuZina provodnika je £ (Slika

la). Vektor magnetske indukcije B odredjujemo u tacki P. Oznacimo sa a
rastojanje tacke P od provodnika. Smisao uglova ay i oy jasan je sa Slike la.
Ako je pozitivni smer struje od desnog ka levom kraju provodnika, po pravilu
desnog zavrtnja pravac vektora magnetske indukcije poklapa se sa normalom
na ravan crteza u tacki P, a smer je od posmatraca prema crtezu. Ostaje jos
da odredimo intenzitet magnetske indukcije B

P
P O
S
/ al® M
P’ BN\, .
B 4 d 1A
Slika 1a

Uoéimo strujni elemenat Id{ u tacki iz koje se duz « vidi pod uglom 6.
Po Bio-Savar—Laplasovom zakonu bice

po Idsin 6 .

Poito je r = a/sin @ i kako vazi sin 8d¢ = adf/sin 6 (videti komentar ovog
zadatka), tada jednaéina (1) daje

g
dB = R 6do. (2)
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Ostaje da saberemo doprinose svih strujnih elemenata provodnika. Da to
postignemo, vrsimo integraciju izraza (2) po uglu 6 u granicama od 6, =
T — ay do 6y = ™ — ay. Lako se dobija definitivni rezultat za intenzitet
magnetske indukcije:

I
= i:or—a(cos ap — cosay) . (3)

[ Pitanja i komentari |

Veza diferencijala d€ i df , koju smo koristili u gornjem izvodjenju, postaje
otigledna ako se posluzimo skicom sa Slike 1b

dlsn®

Slika 1b

Naravno, formula (3) moZe biti zapisana i posredstvom drugih param-
etara. Tako, ako uvedemo unutrasnje uglove f4 = 7™ — a3 i fp = ai,
dobijamo oblik

1
P= %)rz(cosﬂ,; + cos BB). (4)

Napisite formulu za magnetsku indukciju B u kojoj ¢e figurisati duzine a i £.
U tom sluéaju, je li potrebno specificirati jos neki parametar? Sa stanoviSta
ekonomisanja geometrijskim veli¢inama koji biste optimalni obrazac za B
predlozili?

2.

Duz dugog i tankog provodnika, koji je savijen pod pravim uglom (Slika

iy
2), tece struja jatine I. a) Odrediti vektor magnetske indukcije B u tacki
P (koja je na rastojanju r od temena O, na produzetku jedne od stranica

provodnika). b) Izraéunati intenzitet magnetske indukcije B akoje I = 10A
ir=1cm.
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v

? o 6

Slika 2

a) Prema rezultatu zadatka 1 mozemo napisati

I
B, = %(cosﬂl + cos f2), (1)

za indukciju koja potice od dela aO provodnika, ako uzmemo da je B =0°
i By = 90°. Indukcija By koja potite od dela provodnika Ob jednaka je nuli
na osnovu Bio-Savar-Laplasovog zkona u vektorskom obliku. Na taj nacin,
uz koriséenje principa superpozicije, dobijamo B = B; + B) = By odnosno

"
B—47rr'

(2)

_+ . .
Vektor B je u pravcu normale na ravan crteza u tacki P, a usmeren je od
posmatraca prema crtezu.

b) Za date vrednosti struje i rastojanja, bice
B=10"*T. (3)

Dobili smo da je magnetska indukcija u tacki P desetohiljaditi deo tesle.

rPitanjaJ i komentaﬂ

U praksi se jos uvek mnogo koristi Gausov sistem jedinica. Izrazite rezul-
tat (3) u gausima. Kratak pregled pojedinih mernih sistema Citalac moze
naéi u Udzbeniku (videti Prilog 1. Gausov sistem jedinica).

Postoji jedna laka provera tatnosti rezultata (2): setite se kolika je mag-
netska indukcija u okolini pravog, tankog, vrlo dugog provodnika sa strujom
(odgovor dobijate kad u zadatku 1 dopustite da £ — oo0). Zavrsite argu-
mentaciju.
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3.

Struja jacine I tece vrlo dugim, tankim, u delovima pravim provodnikom
koji je savijen tako da ¢ini ugao 2« (Slika 3a). a) Odrediti vektor magnetske

indukcije _ﬁ, u tacki P, koja se nalazi na simetrali ugla, na rastojanju @ od
temena ugla. b) Izracunati intenzitet magnetske indukcije, ako je I = 6,28 A,
a=15%1z=1cm.

Slika 3a

a) Nadjimo prvo magnetsku indukciju (oznazimo je By) koja potice od
dela aO provodnika (Slika 3b):

P

y
=1
|

Slika 3b

Primeni¢emo u stvari redenje nama poznato iz zadatka 1; shodno njemu,
mozemo pisati

_ ol
By = ——4ﬂ_h(cosa +1) (1)
gde je h visina spustena iz tacke P na stranicu aQ). Posto je h = x sin «, bice
pol (14 cosa
Bi="—|—7—).
17 4re ( sin o (2)

Predjimo sada na odredjivanje komponente By (magnetske indukcije koja
potice od grane Ob). Primeéujemo da je slika simetri¢na i otud zakljucujemo
da mora biti

B, = By. (3)
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Sada primenom principa superpozicije nalazimo trazenu magnetsku induk-
ciju u tacki P :

I (14 cosa
BBy Byo it ( ) (4)

2mw sin a

—
Vektor B je usmeren od crteza prema posmatracu.

b) Zamenom datih vrednosti dobijamo B = 0,95mT.

| Pitanja i komentari |

Skicirajte funkciju B = f(a). Ako je a = 90°, sledi li iz formule (4)
poznati rezultat za beskonacni tanki pravi provodnik? Nadjite ¢im,_.gg0 B.
Je li taj rezultat logi¢an? Sledi li rezultat zadatka 2 za a = 45°?

Uprostite trigonometrijski faktor u relaciji (4) (uputstvo: primeniti for-
mule za polovinu ugla ).

4.

Dva vrlo duga, prava, tanka provodnika postavljena su medusobno paralelno,
na rastojanju d. Kroz oba provodnika tece struja iste jacine I, u istom smeru

(Slika 4).

Y: O\
11 d I I

j————

|
|
I
|
|
ma |

Ol

Slika 4

a) Gde treba postaviti treci provodnik istih karakteristika, u ravni koju
¢ine dva prethodna provodnika, da bi linija nultog magnetskog polja bila
izmedju prva dva provodnika, na rastojanju md (0 < m < 1) od prvog
provodnika. Uzeti da kroz tre¢i provodnik protice struja I3 = kI (k> 1) u
pokazanom smeru.

b) Izracunati polozaj treceg provodnika ako jek =4, m = 3/4id = 4 cm.

a) Postavimo koordinatni sistem kao 3to je prikazano na slici (pozitivan
smer z ose usmeren je od crteza prema posmatracu). Prema principu su-
perpozicije, u tackama koje pripadaju pravoj OO’ imacemo magnetsko polje
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¢ija se jatina izratunava kao zbir tri komponente:

Hz:H1+H2+H37 (1)
gde je
P (2)
AT Seand
\
=4 — 3
L +27r(1—m)d’ (3)
kI
Hy=———m—. 4
X 2n(z — md) “)

P

Ove tri formule odmah slede iz teoreme o cirkulaciji vektora H (teorema o
magnetskom naponu). Inace, lako se dobijaju iz rezultata zadatka 1 u limesu
¢ — co. Smenjujuéi izraze (2), (3) i (4) u (1) dobijamo

I 1 1 k
Hz—i;(_ﬁt_i+(l—m)d—x—md)' (5)

Po uslovu zadatka, desnu stranu ove relacije treba anulirati. To daje

1 1 k
s o i s e 22 ] 6
md (1—m)d+az—md y &)
Resavajuéi zadnju jednacinu po imamo
1-m
v = md(1+ k") - (7)

b) Smenom datih vrednosti iz zadnje formule lako se dobija vrednost
z=9 cm.

| Pitanja i komentari |

Ako bi se zahtevalo da m — 1/2, formalna zamena u (7) bi dala z — oo.
Kako tumadite taj rezultat?

Skicirajte zavisnost @ = f(m) koristeéi relaciju (7). Mogu li se pojaviti
oblasti gde je z negativno? Moze li biti 0 < & < d?

5.

a) Naéi magnetsku indukciju B u centru kruga polupreénika r, ako po obimu

tete struja jatine I. b) Izratunati brojnu vrednost magnetske indukcije B
akoje I=1Air=0,5m.
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a) Prema Bio-Savar-Laplasovom zakonu element 1de daje magnetsko
polje (na mestu definisanom vektorom polozaja 7) indukcije

= _ Mo Id[x i
dB = o (1)
I dt
Slika 5

Struja koja ima smer kao na Slici 5 davaée magnetsku indukciju normalnu
na ravan crteza, usmerenu prema Citaocu. Intenzitet vektora magnetske
indukcije nalazimo integracijom izraza (1) po obimu kruga

2nr

_ bl .
B_élﬂ'r2 /df_ ar (2)
0

Vidimo da je jacina magnetskog polja u centru jednaka koliéniku jacine struje
i pre¢nika kruzne konture, tj. H = I/D (gde je D = 2r).

b) Zamena brojnih vrednosti u izraz (2) daje

B=4r107"T. (3)

| Pitanja i komentaril

Jatina magnetskog polja meri se jedinicom A/m (amper po metru).
Izvesnu predstavu kolika je to jedinica Citalac moze steci iz rezultata (3).
U mnogim knjigama koristi se, jos uvek, za merenje ja¢ine magnetskog polja
jedinica O (ersted). Veza izmedju ove dve jedinice je

10= ——. (4)
O principima formiranja sistema jedinica kojem pripada ersted ¢italac moze

procitati u udzbeniku, paragraf §77. U knjigama koje umesto SI sistema
koriste Gausov sistem jedinica, relacija (2) se pise u obliku

T (5)
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gde je ¢ =~ 310'%cm/s takozvana elektrodinamitka konstanta. Pokusajte
polazeéi od relacija (2) i (5), da pokazete ispravnost odnosa (4). Napomena:
ponoviti §ta je CGSE jedinica za merenje struje i koji je njen odnos prema
amperu (videti u udzbeniku paragraf §77).

Ako u okviru klasi¢nog Borovog modela atoma vodonika, zamislimo da
se elektron vrti oko protona na rastojanju r = 0,5 10719 m, naéi vrednost
magnetske indukcije u centru atoma, primenjujuéi rezultat iz ovog zadatka

(Regenje: B = puol/2r = poe? /2r/16m3eorm = 14,37 T).

6.

Provodnik je savijen u obliku kruga, poluprecnika R. Kroz provodnik protice
struja jacine I. a) Odrediti vektor jatine magnetskog polja u tacki P koja
lezi na osi simetrije strujne konture, na rastojanju a od centra. b) Izratunati
moduo vektora ja¢ine magnetskog polja akoje R = 5cm, I =5Aia=5cm.

I C.ﬁu - O]
R\ 2 %
e 0 o '

Slika 6

a) Podjimo od Bio-Savar-Laplasovog zakona. Strujni elemenat Id/
izaziva magnetsko polje jatine

| Idesind
P SO skl (1)

47 r?

Posmatrajuéi Sliku 6 zakljuéujemo da treba staviti § = 90% i » = p, pa
mozemo pisati:

1 Id¢

dH = ——-.
g (2)

Iz razloga simetrije je jasno da treba jedino razmatrati onu komponentu

_> . . v . .o v . — .
vektora d H koja je usmerena duz ose simetrije; oznac¢imo jesa d H | . Bududi
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da je (videti Sliku 6) dH, = dH sine, imaéemo

1d¢
dH; = S sina. (3)
4mp

Posto je sin @ = R/p, imamo

IR 2R
Hy= de 4
A 471'93 / 0} ( )
0
§to posle integracije daje
PO o 5)
ik, e 2 p3 e

Imajuéi u vidu da je p = Va® + R?, mozemo definitivno zapisati trazeni
izraz za jaéinu magnetskog polja u obliku

R2
R+ @)

b) Zamenom brojnih vrednosti dobijamo

1
HJ_-_“—§

(6)

H, ~17,68A/m. (7)

[ Pitanja i komentari |

Kada a — 0 problem se, otito, svodi na nalazenje polja u centru kruzne
konture. Proverite da li je £im,—oH 1 saglasno sa reenjem nadjenim u
zadatku 3.

Ako je @ > R, jatina magnetskog polja opada sa kubom rastojanja.
Formalno, to nas podseéa na strukturu elektri¢nog polja u okolini elektri¢nog
dipola. Uporedite formule i nadjite analogne karakteristike.

Problem izracunavanja magnetskog polja u tackama van ose simetrije
znatno je tezi. Postupci i formule su komplikovane ¢ak i u slu¢aju a = 0
(dobijaju se tzv. elipticke funkcije). Sa matematicke tacke gledista slicne se
tegkoce javljaju i kod odgovarajuéih zadataka elektrostatike. Primera radi,
kad odredjujemo potencijal oko provodnika kruznog oblika, polupreénika a,
koji je ravnomerno naelektrisan linijskom gustinom naelektrisanja 7, dobija
se rezultat o(r) = 472PK(27), gde je = = a/r; u ravni kruga, za r < a je
p=0ig=—-1dokzar>avazip=gq= 1. Oznaka K stoji za pot-
puni normalni Lezandrov elipti¢ki integral prve vrste. 7Zainteresovani citalac
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moze matematicke detalje iz ove oblasti procitati u knjizi D. S. Mitrinovié,
D. Z. Djokovié, Specijalne funkcije, Gradjevinska knjiga, Beograd 1964,
str. 175.

U ovom zadatku izracunavali smo jatinu magnetskog polja, a ne magnet-

—_ . =
sku indukciju. U vakuumu, raditi sa dva vektora, H i B, nema posebnog
fizickog smisla, mada mnogi autori, iz prakti¢nih razloga, prelaze preko te

¢injenice. Iz definicije vektora 7 zakljuéujemo da je on odredjena kom-
binacija vektora magnetske indukcije i magnecenja supstancije, te se moze
shvatiti kao pomoc¢na fizicka veli¢ina koja, ponekad, dovodi do tehnitkog
uproséavanja racuna, kao u slu¢ajevima primene teoreme o magnetskom

0
naponu. Pravu fizitku sustinu ima vektor magnetske indukcije B.

:

Po krugu 22 + 22 = R? tete struja jacine I. Ona daje magnetsku indukciju u
tackama y = £2R intenziteta B (videti Sliku 7). a) Odrediti jacinu struje J
ako se smatra da su R i B poznate veli¢ine. b) Izracunati I ako je B = 70 uT
i 2R = 6370 km.

Slika 7

a) Nama je poznata magnetska indukcija koju daje kruzna strujna kon-
tura na svojoj osi simetrije (videti zadatak 6). Ako taj izraz prilagodimo
konfiguraciji sa Slike 7 imac¢emo

2
p= Ho IR

T 2 (RE44R2pP2C i
odnosno,
_ Mo 4
=S whn (2}

Odavde lako dobijamo trazenu jalinu struje

V500RB
0
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b) Ako uzmemo da je B=710"Ti R = 3,185 10° m dobi¢emo
I=3,9710°A. (4)

Trazena struja bi morala imati ogromnu vrednost od blizu Cetiri gigaampera.

[ Pitanja i komentari |

Poznato je da magnetska indukcija na zemljinim polovima iznosi oko
710~° T. Misli se da zemljino polje mora poticati od nekih struja u zemlji-
nom jezgru koje je u teénom stanju. Ovaj zadatak je grub model te pojave,
za procenu jacine struje. Ali, moze se napraviti i mnogo drugih modela. Na
primer ¢italac neka pokusa da polje na polovima poistoveti sa poljem na kra-
jevima dugog solenoida i da tako odredi poduznu gustinu struje hipoteticnog
solenoida (dobija se da je jo ~ 111 A/m).

8.

Kroz provodnik u obliku kvadrata stranice a protice struja jaine I. a)
Odrediti magnetsku indukciju u tacki O (centar kvadrata, Slika 8). b) U
istoj tacki, odrediti magnetsku indukciju ako bi provodnik bio upisani krug u
dati kvadrat (na Slici 8, kontura oznaéena crticama). ¢) Odrediti magnetsku
indukciju u tacki O ako bi se strujna kontura podudarala sa opisanim krugom
za dati kvadrat (krug predstavljen tackicama na Slici 8). U kojem slucaju
je magnetska indukcija najveca?

Slika 8
Prvo, odredimo pravac i smer vektora B. Za dati smer struje, po pravilu

s
desnog zavrtnja ustanovljavamo da B ima pravac normale spustene na ravan
crieza, u tacki O, a vektor je usmeren od posmatraca prema crtezu.

a) Indukciju koja potie od jedne stranice kvadrata dobijamo iz rezultata
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zadatka 1, stavljajuéi B4 = Bp = 45°

bl
i Ama /2 (

2+_1\/3) : ()

4l

odnosno posle sredjivanja

pol
By = : 2
: \/§7ra ( )

Ceo kvadrat ¢e dati cetiri puta veéu indukciju:

(3)

]

2 pol
B :Mﬂ).__
T a

Na osnovu resenja zadatka 5, mozemo neposredno pisati izraz za magnetsku
indukciju koje se trazi pod b)

I
BO = Plo 9 (4)
a
odnosno izraz
po !
Bo = : 5
(0] \/5(1, ( )

koji se trazi u delu zadatka pod c). Posto je 1 > 2v/2/7 > 1/+/2, vidimo da
je najveca indukcija koja potice od konture upisanog kruga.

ﬁitanja i komentariJ

Primetimo da analiza ovog zadatka moZze dati ideju kako da priblizno
ocenimo veli¢inu magnetskog polja, dajuéi granice u kojima ta vrednost mora
lezati. O¢ito, u nasem slucaju vazi: Bo < Bo < Bs.

Imajuéi to u vidu, pokusajte da za konturu oblika desetougaonika odred-
ite maksimalnu gresku koja se ukazanom procedurom moze uéiniti. U nagem
primeru, greska nije veta od nekih 40%.

Pokusajte da sami definisete nekoliko drugatijih zadataka kod kojih je
ponudjeni aproksimativni metod efikasan.
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9.

Kroz pravi tanki provodnik duZine L tece struja jacine I. Uocimo tacku O
koja se nalazi na rastojanju r od sredine provodnika (videti Sliku 9).

0
1 1
L

Slika 9

Koliko puta se poveca magnetska indukcija u tacki O ako oko nje savijemo
dati provodnik po krugu poluprecnika 77

Oznaéimo vrednost magnetske indukcije u tacki O pre savijanja provod-
nika sa Bj. Prema rezultatu zadatka 1 mozemo odmah pisati

1
By = g%;cos,@. (1)

S druge strane, kruzni provodnik ée u tacki O davati magnetsku indukciju
B,. Shodno resenju zadatka 5 bice

pol
Bys= —.
i 2
imajuéi u vidu relacije (1) i (2) lako dobijamo
32 T
B, cosfB’ (3)

Zadatak, kako smo ga ovde definisali, ima smisla ako se provodnik moze
saviti u kruznicu tj. ako je
Qer = L. (4)
Vidimo da mora biti
cos B = Ljs = : ;
VT2 1+ (2r/L)

odavde, posle smene 2r/L = 1/m, dobijamo

T

COSﬂ: W__ﬁ (6)
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Smenjujuéi (6) u (3), nalazimo

= =yrt41. (7)

Witanja i komentaﬂ‘

Formuligite samostalno slican zadatak, kada se provodnik savija Cineci
neku drugu geometrijsku figuru oko date tacke. Uporedite rezultate.

10.

Duz dugog, pravog, punog kruznog cilindra radijusa R tece struja konstantne
jaéine ¢ a) Nadi jacinu magnetskog polja u i van provodnika. b) Na kojem
rastojanju 7, od ose provodnika ¢e jacina magnetskog polja biti ista kao i na
krugu poluprecnika /m, gde je m dati realni broj veéi od jedinice. Takodje,
izracunati 1y i H(7m) ako je = 1A, R=1cmim=2.

Slika 10

Resenje
. .o -_) v . . . N
a) Linije vektora H su kruznice s centrom na osi provodnika. Jagina

—
polja H = | H| je jedino funkcija od radijusa r. Zato, teorema o cirkulaciji
¢e odmah dati, imajuéi u vidu konturu Ly>r

H2xr=14, (1)
te je, prema tome, magnetsko polje van provodnika
)

Hosg = — . (2)

2rr

Na slican nain, cirkulacija po konturi L,<g daje

H 2rr = i, (3)
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gde je i, ukupna jacina struje kroz tu konturu, tj. i = (r/R)2 1. Dakle,
trazena jacina polja u provodniku je
1 ar
H =— —. 4
Vidimo da ja¢ina magnetskog polja prvo linearno raste, a onda, van provod-
nika, hiperboli¢no opada.

b) Po uslovu zadatka bice

| 1 iR
w2 ®)
odakle je
P 2 TIE (6)
Zamenom posebnih vrednosti dobijamo
Pu = M, H(rm)=7,96A/m. (7)

1li, to je indukcija od desetog dela jednog gausa, priblizno.
[ Pitanja i komentari |

Korisno je uveriti se da u granici R — 0 dobijamo rezultat za magnetsku
indukciju koju daje beskonacni, tanki, pravi strujni provodnik, kao sto je
komentarisano u zadatku 1.

$ta se menja ako je cilindar supalj? Moze li tada unutra biti magnetskog
polja? Ako materijal cilindra ima susceptibilnost  , kako Ce izgledati grafik
magnetske indukcije u i oko provodnika?

11.

Veoma dugi, pravi provodnik savijen je na jednom mestu u krug N puta,
¢ime je oformljena petlja polupretnika R , posle tega je taj provodnik ponovo
postavljen duz istog pravca (Slika 11). a) Odrediti broj navoja N tako da
uticaj pravog provodnika sa strujom na jatinu magnetskog polja u centru
petlje ne bude veéi od é procenata. b) Izratunati N ako je §=10,317%.

=] (), i

Slika 11
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[Ferente]

Bez obzira na to &to su prava i krug izvedene od neprekinutog komada
7ice, ocevidno ovde mozemo superponirati polja koja poti¢u od prave i kruga
u tacki C

He = H| + Hp . (1)

Vektor jatine magnetskog polja H usmeren je u ta¢ki C od nas prema crtezu.
Provodnik daje jacinu
1
H=-— 2
|~ 228 ° (2)
dok krug sa ukupnom strujom N: doprinosi

Ni
Ho=5p - (3)

Prema tome Ce biti
) 1
Ho=— {N+-—) . 4
4T ( " 7r> (4)

Zanemarimo li magnetsko delovanje provodnika, bice

Nz
B = 2 ®)

Pri tome se ¢ini procentualna greska

Ho — HAPTOX
§ = ———<—100 6
- ()
odnosno,
100
§= ‘ 7
1+7N (7)
Odavde nalazimo broj navoja
100 1
e (8)

b) Za & = 0,317% nalazimo

100 1
T 0,817 T e (9)




Osnovne konfiguracije 27

ﬁitanja i komentarij

Naravno, podrazumeva se da je sica izlovana. Pokusajte da komentarisete
situaciju u opitu kada to ipak ne bi bio slutaj.

Je li moguée tako obiéi tatku C da bude He ~ 07

12.

Po neogranitenoj provodnoj ravni teée struja linijske gustine je- Struja je
ravnomerno raspodeljena i u svakoj tacki ima isti pravac i smer. a) Odrediti
magnetsku indukciju tog strujnog plasta. b) Izraéunati ja¢inu magnetskog
polja u prostoru oko plasta ako je jo = 2 10% A/m.

Slika 12a

a) Poistovetimo strujni plast sa 202 ravni pravouglog Dekartovog sistema

-

sa Slike 12a. Neka je vektor jp u smeru z 0se, tj. uzmimo da je je = Jj¢ €:

(gde je €, ort z ose). Strujni plast mozemo zamisliti kao skup strujnih niti.
Na taj na¢in uvidjamo da u poluprostoru y > 0 vektor magnetske indukcije

ima oblik B = —B & (€z je ort z ose). S druge strane ravni, za y < 0 mora
biti B = B &

Nadjimo sada magnetski napon duz putanje L; to je zamisljeni pravouga-
onik 1—2—3—4 sa Slike 12a koji lezi u ravni 20y. Stranice su mu paralelne

osama 2 i y, a strujni plast ga polovi. Po teoremi o magnetskom naponu
bice

omMl=1, (1)

gde je I ukupna struja koja tece plastom a prodire kroz ravan konture (po
duzini £). Posto je, po definiciji linijske gustine struje, jo = I/t odmah
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dobijamo (buduéi da je za vakuum B = poH)

B:%)jg. (2)

Vidimo, magnetsko polje je homogeno.

b) Zamenom posebnih vrednosti dobijamo

H=10*A/m. (3)

l Pitanja i komentarﬂ

Uocite da dva velika, paralelna strujna plasta, blisko postavljena jedan
drugom, daju unutra homogeno magnetsko polje indukcije B = pojl , pod
uslovom da su struje suprotno usmerene. Van ovog sistema nece biti magnet-
skog polja. Predlozite, na osnovu toga, ideju za konstrukciju laboratorijskog
izvora magnetskog polja koji bi imao niz pozeljnih osobina, kao §to su pris-
tupatnost, veéa korisna zapremina, visok stepen homogenosti itd.

Postoji fizicka analogija izmedju ovog zadatka i zadatka nalaZenja elek-
tri¢nog polja ravnog kondenzatora. Objasnite detalje. Korisno je setiti se i
izraza za jacinu elektri¢nog polja blizu naelektrisane metalne povrsine.

Izraz (2) vazi priblizno i za indukciju blizu ogranicenog, ali velikog stru-
jnog plasta (kada se mogu zanemariti efekti krajeva). Pokugajte da nadjete
magnetsku indukciju na osi cilindra u tatki C ako je strujni plast deo stru-
jnog cilindra (Slika 12b). Strujnice su paralelne osi 00O;. Uputstvo: strujni
plast posmatrati kao skup strujnih niti s jacinom struje jeRAO, koristiti ideju
zadatka 1 i osobine simetrije. (Rezultat: B = tioje/™V/2; za veoma dug polu-
cilindar rezultat je Boo = pioJje/™ )-

Slika 12b

Kolika je magnetska indukcija ako su strujnice polukruznice oko ose 00,7
Uputstvo: Imati u vidu zadatak 6 (samo ga prilagoditi za polukrugznicu);
prvo, kroz strujnu nit protice struja jacine Rjedp/cos? p; drugo, treba uzeti
u obzir samo komponentu proporcionalnu sa cos ¢ (simetrijal); trece, inte-
graliti od —m /4 do +7 /4 za plast visine 2R ili, za vrlo dugi plast, u granicama
—n/2 do +7/2.



Osnovne konfiguracije 29

13.

Cilindar duzine d, kruznog poprecnog preseka, poluprecnika R, ravnome-
rno je naelektrisan. Povrsinska gustina opterecenja je 0. Cilindar rotira oko
ose 00’ (Slika 13) ugaonom bezinom w. a) Naéi jatinu magnetskog polja
na osi, u tacki A koja je na udaljenosti b od pocetka cilindra. b) Izratunati
jaéinu magnetskog polja na kraju veoma dugog cilidra (d > R), ako je period
rotacije T = 107!s, 0 =1 C/m2 i R=>5cm.

dx

P W ——

o
AN

d b

Slika 13

a) Iskoristimo nama poznati rezultat za polje koje poticte od strujne
kruzne konture u tatkama normale na konturi. Prema jednaini (6) zadatka
6 imamo za nas slucaj

B R? dI (1)
TR+ 2
Opterecenje koje rotira predstavlja neku kruznu struju; segment dz pri tom
odgovara struji jacine

dg odS
dI_T_ o fw’ (2)
koja se s obzirom da je dS = 27 Rdz moze predstaviti kao
dl = woRdz . (3)
Taj segment daje u tacki A polje jacine
2
i L O (4)

2 (R + z2)3/2 ’
sto dobijamo zamenom (3) u (1). Da bi se nagla kontribucija cele povrsine
cilindra, treba integraliti izraz (4)
b

wo R? da
H = 2 / 2 2 3/2 9 (5)
iiq (R? + 2?%)
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$to se moze predstaviti u obliku

3
H= onR I (6)

Ovde smo sa J oznaéili gornji integral. On se mozZe, pomocu smene ¢ = z/R,
dovesti na oblik

i @
J=—= | —5 (7
R2 / 2 3/2 ?
J e
gdejet;y = (b—d)/Rity = b/R. Integral koji je nastao je tabli¢ni i ima
vrednost t/+/1 + t2. Prema tome, mozemo pisati
b/R (b—d)/R

JITQ/RE  J1+1b-d)/RF

Dakle, trazeni rezultat je

RYJ =

(8)

woR b/R (b-d)/R

H= | /AT 0/ V1+16- /A

b) Posto je trazena jatina polja woR/2 (o tome Ce biti reti dalje u tekstu),
vidimo da ¢e biti:

(9)

Ho= %A/m : (10)

rPitanja i koment arﬂ

Ako je ¢ > 0 a cilindar rotira, kad se gleda iz tacke A, u smeru koji

i
je suprotan smeru rotacije kazaljki na ¢asovniku, koji je smer vektora H7?
(Odgovor: smer od cilindra, videti zadatak 6). Pokazite da u grani¢nom
procesu b — d sledi

wo d

H= 2 ———— (11)

2 it @R?

Ako je, jos, d > R, uotite da ¢e biti
1
H~ 5 woR. (12)
Veli¢inu wo R mozemo da shvatimo kao linijsku gustinu struje ekvivalentnog

solenoida. Oznagimo je sa jo. Tada gornji rezultat govori da je jaina mag-
netskog polja na kraju dugog solenoida jednaka

1
H.==7¢.
5 J¢ (13)
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Da li je to logi¢an rezultat? Pokugajte da primenom principa superpozicije
opravdate relaciju (13)!

Pokusajmo sada da dobijemo i jaginu polja u centru cilindra. Proverite
da se u grani¢nom slucaju b — d/2 dobija

3

Hy =woR —, 14
S e s
gde je £ = d/2R. Ako je to tako, izvedite iz jednagine (14) i formulu

Hoo = Jts (15)

za jacinu magnetskog polja u beskonaéno dugom solenoidu (uporedite sa
formulom (8) u Uvodu, uz primedbu da je wl = J¢ ).

Kako je moguée, pomocu relacije (11), reprodukovati neke od rezultata
zadatka 12?7 Koje su pretpostavke pri tom nuzne?
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GLAVA DRUGA

MAGNETSKO POLJE STRUJA U VAKUUMU.
MAGNETSKE SILE

14.

Od bakra mase m = 7 g napravljena je prava zica dijametra d = 1lmm. Kroz
taj provodnik protice struja jacine ¢ = 1A. Provodnik se nalazi u homogenom
magnetskom polju indukcije B = 1T (videti Sliku 14). a) Nadi magnetsku
silu na provodnik. b) Naci ukupnu Lorencovu silu na sve provodne elektrone
u 7ici ako uzmemo da se oni kreéu s desna na levo srednjom brzinom v =

75,7510 m/s.

Y ®

i
g ¥
!

aot

®

t

&
i

>

Slika 14

a) Iz definicije za magnetsku silu d F = il X B nalazimo formulu koja
odgovara uslovima nadeg zadatka

F = itBéE, . (1)

Intenzitet ove sile je IN. Naime, duZina Zice je ( = m/pS. Za bakar je
gustina p = 8,9g/cm?. Tako izratunavamo da je £ 1m.

b) Na jedan elektron ce delovati sila intenziteta
F, =evB . (2)

Oznaéimo sa N4 Avogadrov broj. Tada na N slobodnih elektrona u Zici
deluje sila
Fn =evB mN—A (3)
N = M ’
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ako priblizno uzmeno da postoji jedan slobodan elektron po atomu bakra.
Kako je za bakar molska masa M = 63,57 kg/kmol, bice

Fy ~0,8N. (4)

Vrlo priblizno, ova je sila takodje jednaka jedan njutn.

rPitanja i koment arﬂ

To da smo dobili Fy ~ F = 1N, naravno, nije slu¢ajno. Sila i([x ?)
(kako se Cesto zove: Amperova sila) i jeste rezultat delovanja Lorencove sile
na driftne elektrone u metalu. Drugo je pitanje, poznato u diskusijama o
magnetizmu ve¢ vise od sto godina na koji nagin se, na mikroskopskom nivou,
Lorencova sila transponuje u ponderomotornu silu na provodnik kao celinu.
Danas se uzima da Lorencova sila komunicira sa resetkom posredstvom
Holovog elektri¢nog polja (videti u udzbeniku paragraf §150), ali i preko
sile elektron-jon u resetki. Sire o ovom videti u ¢lanku W. R. McKinnon,
S. P. McAlister, and C. M. Hurd Origin of the force on a current-
carrying wire in a magnetic field, Am. J. Phys., Sept. 1980.

15.

Dva prava, veoma dugacka, tanka provodnika postavljena su paralelno jedan
drugom, na rastojanju d. Kroz prvi protice struja i1, kroz drugi 29, ali u
suprotnom smeru (Slika 15). a) Kojom silom po jedinici duzine interaguju
provodnici? Kolika je sila na duzini €7 b) Izratunati silu ako je d = 2m,
iy =43 =10*A i {=10cm.

Slika 15

a) Da bismo nagli trazenu silu treba znati magnetsku indukciju B kojuna
mestu drugog provodnika stvara prvi provodnik. U zadatku 1 smo razjasnili
tu situaciju, pa znamo ako struja tece duz z ose da ce biti

01

2w

=

B =

i (1)

IS8
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S obzirom na dati smer struje i;, indukcija je usmerena od crteza prema
posmatracu $to je naznaéeno pomoéu orta €,. Sada nalazimo silu koja deluje
na duzini ¢ drugog provodnika

= . Mo p_ o
F =i, —1{ .
29 ord X e (2)

Radi se o sili odbijanja izmedju dva provodnika. Njen intenzitet je

. &

b= g;% 1112 E ’ (3)
tj. po jedinici duzine deluje sila

Mo . .
e : 4
Fy g M (4)

b) Zamena datih brojnih vrednosti daje

F=1N. (5)

[ Pitanja i komentari |

Potrebno je primetiti sledece. Izraz za silu kojom interaguju dva paralelna
strujna elementa nama je poznat (videti u Uvodu tacku 5). Stavljajuéi tamo
rig = d i dfy = dfy ~ ¢, §to izgleda prihvatljivo buduci da je £ L d, stizemo
do izraza za silu u obliku

52
F = — 1119

Ho sl

47 d?’ )
Ali oéito, rezultati (3) i (6) se ne podudaraju. U ¢emu gresimo kad izvodimo
formulu (6)?

Pokazite da vaZi tre¢i Njutnov zakon za provodnike sa Slike 15. Raz-
mestite strujne duzi tako da zakon akcije i reakcije prividno ne vazi. Kako
se to objasnjava?

16.

a) Kojom silom F privlagi pravi, beskonaéni, tanki provodnik stepenicasti
provodnik sa Slike 16a? Visina N-tog stepenika je (/N a udaljen je od
pravog provodnika na distancu Nd. b) Izracunati silu F ako je iy = i3 = 1A,
£=10cmid=1cm.
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i |

Nd -

i w

! i

d P. E -}
Slika 16a

a) Prema resenju zadatka 15, paralelni strujni segment duzine ¢/N, na
udaljenosti Nd od beskonacnog provodnika ”oseta” silu privla¢enja

Ho . . Z/N
= — - 1
Fn or 1 Ng (1)
odnosno,
po . . ¢ 1
Fn=ge 1R g Wt @)

Ukupna sila na izlomljeni strujni provodnik sa beskonatno mnogo stepenika
je

F:iﬂv (3)
N=1

sto posle kombinovanja sa izrazom (2) postaje

— 1
F=F Z N2 (4)
N=1
gde smo uveli oznaku
ot
K= g—; iy g (5)

Poznato je da zbir kvadrata recipronih vrednosti svih prirodnih brojeva
iznosi 72/6. Prema tome ce biti

2
F:%%. (6)

Numeri¢ki faktor u ovom izrazu ima vrednost 1,64493.
b) Sada ¢emo izratunati brojnu vrednost privlatne sile

2

F:%/.LN. (7)

Numericki faktor 72 /3 ima pribliznu vrednost 3,2899.
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| Pitanja i komentari]

Pokazite da horizontalni segmenti ne doprinose sili privlacenja. Pokazite
da je ukupna duzina vertikalnih segmenata beskona¢na. Bez obzira na to,
ukupna sila privlatenja je kona¢na. Komentarisite ulogu povratnih provod-
nika.

Kolika se greska ¢ini ako se posmatra samo prvih 20 vertikalnih seg-
menata? (Odgovor: priblizno 3%). U toj aproksimaciji odredite silu na
zatvoreno strujno kolo sa Slike 16b.

Slika 16b

Uputstvo: z = 20d; y = 62%230 1/N; deo AB doprinosi privlacenju

konture, a deo BC odbijanju; ukupna sila je privlacna, $to se vidi i bez
izracunavanja.

&

U blizini pravog, beskonaénog i tankog provodnika kojim tece struja jacine
© nalazi se kontura kojom tece struja iste jacine (Slika 17). Ceo sistem je u
jednoj ravni, a strujni segmenti konture su ili paralelni sa provodnikom ili
su upravni na njemu. a) Nadi silu F' kojom provodnik deluje na konturu. b)
Izracunati silu F ako je i = 10A, ¢ =10cm,d = 1cm, i z = 3d.

i |
d
v o] 2 4 6
+ =Y e
3 4
8 . 7
a

Slika 17
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a) Ukupnu silu naéi éemo kao zbir sila na pojedine segmente strujne
konture
F = Fig + Fa4 + Fsg — £78 - (1)

Gvaku od ovih sila posebno, moguce je naéi imajuéi u vidu jednacinu (3)
zadatka 15. Uvedimo jednu oznaku, radi kradeg pisanja:

_topt
FO—Q’}TZ d (2)

Gada lako nalazimo sledece odnose:

1 d
F12:F56=F0, F34= EF(), F78-_—-3 ; F(). (3a,b,c)

Odavde odmah dobijamo

F=F (g_:ﬁ) | (4)

X

b) Izratunajmo najpre gsilu Fy. Zamena brojnih vrednosti daje Fo =
2104 N. Prema jednagini (4) sada ¢e biti

F=310"*N. (5)

[ Pitanja i komentari |

Vertikalni segmenti: 8-1, 2-3 itd. ne utitu na silu. Zasto? Kada je
¢ > 2d ocito je F > 0 (privlaenje konture). Gde treba da je lociran povratni
provodnik 7-8 da bi sila nestala? (Odgovor: Zo1 = 6d/5.)

Pozabavite se jednom generalizacijom. Neka postoji 2k + 1 isturena
segmenta, na rastojanju 2d od provodnika. Tada mozemo izraéunati da
¢ée sila biti anulirana ako je povratni provodnik na rastojanju Zox =
2d(4k + 3)/(6k + 5). Ako k — 00 tada Toco = 4d/3. Kako da ovaj rezultat
logicki opravdamo? (Odgovor: U stvari, za k — 00, Slika 17 se svodi na
segment duzine £/2 na rastojanju d , vise segment iste duzine na rastojanju

9d, vise povratni provodnik duzine ¢ lociran negde izmedju. Tako se odmah
dobija rezultat za duzinu T0oo-)
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18.

Prva Gestica mase m; i naelektrisanja ¢; krece se brzinom v. U istom pravcu i
smeru, brzinom istog intenziteta v, kreée se i druga Cestica mase my, naelek-
trisanja ¢p (videti Sliku 18a). Na jednu od &estica, bilo koju, deluje kako
magnetska, tako i elektri¢na sila. Naéi odnos te dve sile.

Ma,Cy i
V
r
- &Y,
m, -ql
Slika 18a

Polazeéi od formule za magnetsku indukciju pokretne cestice mozemo
naéi intenzitet magnetske indukcije By koju prva cestica stvara na mestu
druge Cestice

By, = 'u—ogl—”- (1)

Fg = quszq—l. (2)

Ova sila za koju znamo da je privlacna (ako pogledamo nas zadatak 15)
moze se prikazati u obliku

1 qq v
SR, L 3
B~ 4rey 12 e (3)

buduéi da je ¢ = 1/egpq, gde su € i po elektri¢na i magnetska konstanta,
respektivno. Na drugoj strani relacije (3) prepoznajemo deo izraza koji se
poklapa sa Kulonovom silom Fg izmedju ove dve Cestice:

I 1 qiq2
4mey 12

(4)

Prema tome za trazeni kolicnik Fg/Fg odmah nalazimo

(3 ®
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7.a nerelativisti¢ke brzine kretanja, magnetska sila je mnogo manja od elek-
tri¢ne sile, onoliko koliko je i kvadrat relativistickog faktora 8 = v/co manji
od jedinice.

fPita,nja i komentari ]

Posmatrajmo dva prava, duga, paralelna provodnika zanemarljive ot-
pornosti koji su sa jednog kraja prikljuceni na izvor struje a s drugog kraja
je spojen potrosac otpornosti R (videti Sliku 18b).

W e |

i’[%] ______ ﬁR

Slika 18b

Gornji provodnik nosi izvestan visak pozitivnog elektriciteta. Obelezimo
linijsku gustinu naelektrisanja sa g;. Kolom tece struja jacine i. Provodnici
se privlace elektri¢nom silom Fg a odbijaju magnetskom silom Fg. MoZemo
li u ovom slu¢aju odrediti odnos Fp/Fg? Podjimo od relacije (5). Umesto
brzine v treba uzeti srednju usmerenu brzinu kretanja nosilaca elektriciteta,
tzv. driftnu brzinu u. Posto je i = ¢unuS i ¢¢ = nS¢: (¢1 je naelektrisanje
jedne Cestice, n je koncentracija Eestica a § povrsina popreénog preseka
provodnika) biée v = i/¢,. Na taj nacin relaciju (5) transformisacemo u
oblik

(6)

Zavisno od jaéine struje, tj. od otpornosti tela, kolicnik sila moze biti kako
manji tako i veéi od jedinice. Znaéi, rezultanta sila ne mora obavezno biti
odbojna, kako se inace ¢esto prihvata u raznim udzbenicima.

Pokazite da se izraz (6) moze svesti na oblik

Fp _ o (u) )
Fr e \7R) "’
gde je £ = d/{ (d je polupretnik popretnog preseka, a £ rastojanje izmedju

provodnika). Dakle, mora biti R <« (In€/m)y/po/€o da bi bilo legitimno
zanemariti elektri¢nu silu.

Zanimljivo je da rezultat (5) ostaje na snazi i u relativistickom slucaju.
Pri velikim brzinama, oko Cestice ¢; formira se elektri¢no polje (videti u



Magnetske sile 41

udzbeniku paragraf §143).

po_ 0 1- 52
= —
4meg r2(1 — B2 sin” 9)3/2

; (8)

gde je, za nasa razmatranja, § = /2. Pri tom je jos magnetska indukcija
B = vE/c}. Sada mozemo naéi elektri¢ni deo sile

1
FE = q2E L q192 (9)

dmeg 12,/1 - B2

kao i magnetski deo

2
Ho Q1420
Fg=qpvB="——"——=. 10
B = q2V 47 p2 r—l_m (10)
Dakle, i u relativistickom slucaju je
Fp s [V .
mr={g) b

19.

Pozitivno naelektrisanje ¢ kreée se paralelno pravom beskonatno dugom
provodniku sa strujom ( Slika 19) na rastojanju d. Brzina cestice je v a
jatina struje i. a) Kojom silom F pokretno naelektrisanje privlaci provod-
nik sa strujom? b) Izracunati silu F ako je i = 10°A, ¢ = 1,6107'°C,
v=10"m/sid=1mm.

Y
- ——
d = .
_ S QB
i 0 . 7

Slika 19
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a) Posluzimo se koordinatnim sistemom sa Slike 19 i oznakama koje su
tamo naznacene. U momentu kada izracunavamo silu, naelektrisanje je u
tacki (0,d). Ono tada proizvodi u tacki (z,0) magnetsko polje indukcije

— po qusing
== —€;. 1
- AT T2 i (1)

Poito je r2 = 22 +d* isinf = d/r izraz za magnetsku indukciju se svodi

na
— o qud

€ - (2)

Tar (a2 + d2)3/2 %

— — |
Na strujni elemenat id( deluje sila d F = idlx B, tj.

— vdd
TS R . T i N z“ Ep X ;. (3)
4T (22 4 d?) /
Uzimajuéi u obzir da je €; X €; = —&y, nalazimo
—  po gquiddz
dF = ————F €y -
AT (22 4 d2)3/2 fy 5

Gila je privlaéna i usmerena duz pozitivnog smera y ose. Intenzitet ukupne
sile ¢e biti
+00 1
Ko ; T
F = "— quid / _—. 5
4r (22 + d2)3/2 (5)

—00

Javio se integral koji je tablicni

da 1 T
/’($2+d2)3/2—-ﬁ /————w2+d2>d7£0. (6)
U beskonaénim granicama vrednost mu je 2 /d?, odakle definitivno dobijamo

_ o gvi
F= R

YIS

(7)

Naelektrisanje ¢ javlja se na prvom stepenu; negativna Cestica bi odbijala
provodnik.
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b) Izratunajmo sada brojnu vrednost za silu
F=33210""N, (8)

Sila je nesto manja od milijarditog dela njutna.

LPitanja i komentari !

Ako izraz za silu (7) napisemo u obliku
F=q — (9)

vidimo da je to Lorencova sila na naelektrisanje ¢ koje se krece brzinom v
u magnetskom polju jacine i/2rd. Iz jednog ranijeg zadatka (zadatak 1)
znamo da je to polje pravog beskonaénog provodnika. Znaéi, zadatak smo
mogli i lakse da resimo, u jednom redu, uzimajuéi u obzir treéi Njutnov
zakon i nama veé poznate formule.

20.

Ravni kalem polupreénika R ima N navoja. Osa kalema je u ravni magnet-
skog meridijana, pod uglom a prema pravcu magnetskog polja (videti Sliku
20). Kroz kalem tece struja jacine I. a) Odrediti moment sile M kojem je
izlozen kalem, ako znamo da je jatina magnetskog polja Zemlje na mestu
kalema H = 40A/m. b) Izracunati velicinu M ako je N = 500 navoja,
I=2A,R=+5cmia=459,

Slika 20
b

a) Kalem tretiramo kao ravnu strujnu konturu u magnetskom polju; ona
ima magnetski moment
- —
Pm=NIS , (1)

gde je |?| povrsina poprecnog preseka kalema (|?| = mR*). Moment sile
koja deluje na kalem izralunava se na poznati nacin

—

—_> —
M=p,x B, (2)
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gde je B = ;Lo—}—f magnetska indukcija Zemljinog magnetskog polja. Inten-

zitet momenta sile je
M =pyBsina. (3)

Smenom izraza (1) u izraz (3) dobijamo

M = poNI7R*H sina. (4)

o,
Moment sile tezi da postavi kalem u takav polozaj da je i || H.

b) Izratunajmo obrtni moment prema relaciji (4). Dobijamo

M ~5,6107°Nm. (5)

[ Pitanja i komentari |

Momenti sile reda veli¢ine 107° Nm su mali (kao uéinak sile od milionitog
dela jednog njutna na kraku od desetak centimetara). Ipak, mogu se sasvim
pouzdano meriti. Kako bi mogla, u osnovnom, izgledati merna Sema sa

torzionom vagom?

21.

U cilindri¢nom provodniku postoji koaksijalna cilindri¢na supljina polupre-
tnika r = R/2 gde je R polupretnik provodnika (videti Sliku 21). Duz
cilindra tece struja konstantne gustine j. U supljini je kalem, postavljen
tako da normala na njegovu ravan lezi u horizontalnoj Oy ravni i zak-
lapa ugao « prema y OSi. Kalem se sastoji od N navoja izolovane Zice
savijene u vidu kvadrata stranice . Kalemom teée struja jacine i. Kalem
se moze okretati oko vertikalne, z ose. a) Naéi moment sprega M koji
deluje na kalem. b) Izracunati brojnu vrednost za M ako je i = 4A,

N = 200 navoja, £ = lem, j = 10A/em®, r = 5em i @ = 60°.

Slika 21
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a) Magnetsko polje u cilindri¢noj supljini opisanog tipa analiziratemo u
zadatku 36. Tamo je pokazano da je polje homogeno i da iznosi

B = gpofx7. (1)
Na ravnu strujnu konturu u homogenom magnetskom polju deluje spreg sila
M=p.xT. (2)
Magnetski momenat strujne konture, tj. opisanog kalema, iznosi
P = NiSH, (3)
gde je S = ¢* povrina kalema, a 7 normala te povriine. Prema tome,
M=NilixB. (4)
Vektorski proizvod koji se ovde javio ima vrednost B sin a €, jer je
ﬁx?=Bcosaé'y><é'y+Bsinaé’x><é‘y. (5)
Ovde su €, i €, ortovi odgovarajucih osa. Tako nalazimo
M = Ni®Bsinaé, . (6)
Dakle, spreg je usmeren duz z ose i ima intenzitet
M= ~;—,ugNifzjrsinoz. (7)

Spreg tezi da postavi ravan kalema u 2Oz ravan, da se pozitivna normala 7
usmeri duz +y ose.

b) Izraéunajmo intenzitet sprega, polazeéi od rezultata (7) :

M =47v3 107 A’H ~ 2,210™% Nm . (8)

rPitanja i koment ariJ

Korisno je da se analizom jedinica uverite da je zaista amper?xhenri=
njutnxmetar u relaciji (8).

Da li ima potrebe da se modifikuje rezultat zadatka kad bi se zahtevalo
da kalem moze rotirati oko jedne svoje stranice paralelne z osi?
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22.

Struja jacine I tece pravim provodnikom u pozitivnom smeru z ose (Slika
22). Tri elementarne strujne konture locirane su u tackama (7,0,0), (0,7,0)
i (r/\/i,'r/«/i,O). Magnetski momenti su im, redom, pm1 = Pm1€z » Pm2 =
—pmz & | Pms = —Pm3 € a) Odrediti sile Ty, Fyi Fs koje deluju na
pomenute strujne konture. b) Izracunati slilu T, ako je povrsina konture
§ = 1cm?, jatina njene struje i=1A,I=25Air=>5cm.

A

I ™

Slika 22

@) U Uvodu smo naveli (videti formulu (13a)) izraz za izracunavanje sile
u nehomogenom magnetskom polju. Za konturu na z-osi, taj izraz se svodi

na oblik

—

— JdB
Fl':-pml—(.a_m—. (1)

Vidimo da priragtaj vektora B u pravcu vektora pPm1 odredjuje pravac i smer
sile. Magnetske indukcije u tatkamaz_ = r—¢eiz4 = r+€ imaju isti pravac
i smer, ali je polje slabije ispred konture, u tacki . Otuda neposredno sledi

S
da ée sila imati negativan smer y ose, tJ. bice F, = —F; €, Moduo sile

naéi ¢emo imajuéi u vidu strukturu polja oko pravog provodnika (videti
zadatak 1)

F = p— - m s, cm—
LT Rl e b Pm1 4z o P (2)
odnosno,
- ol
Fl - pml 27TTZ 9 (3)

p—
pazasilu F'ju vektorskom obliku imamo

— HOI -
Fi==pm 53¢ (4)
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—
Intenzitet sile F5 izratunacemo direktnom primenom obrasca za silu F =
14 de'x —l—?), koji sledi iz definicione formule za magnetsku indukciju; integrise
se po datoj strujnoj konturi. Uproséenja radi, konturu smo predstavili u vidu

pravougaonika stranica d i 8. Sili doprinose stranice 1 —21i 3 —4 , duZine d,
i to prva komponentom

: H()I
R =td ———— 5
il 2r(r—46/2)’ (5)
i na slican naéin druga
- pol
F3y =id —-————2ﬂ_(r +6/2) (6)

Rezultatna sila usmerena je prema provodniku i iznosi
Fy = Fyy - Fyy, (7)

$to posle aproksimacije » > §/2 u izrazima (5) i (6) daje

potld é )
o L % ksl & v
# 2rr ( + 2r " v (8)
odnosno,
_ Mol pma
0 2rr? )

Sile koje napadaju stranice 2 — 3 i 4 — 1 ne doprinose ukupnoj sili (odredite
samo smerove tih sila i uverite se da je to tako za nedeformabilnu konturu).
Definitivno je

=t lu’OIanQ =

Fog=—-—"%g 10

§ 2xr2 Y A0

Primena obrasca (13a) iz Uvoda na treéu konturu pokazuje da tamo nema
nenulte komponente sile. Naime, magnetski moment ima 2z-komponentu
jedino, ali ne postoji gradijent polja u tom pravcu za nasu idealizovanu
strukturu. Na taj je nacin

Fs=0. (11)

b) Izratunavanje intenziteta sile Iy daje F} = 210~7 N.

| Pitanja i komentari |

Podjite od rada sile polja izrazenog preko prirastaja fluksa, 64 = id® pa
pokazite da je, zaista, F3 = 0. Polazeéi od toga da su sile usmerene tamo
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kuda bi pri virtuelnom pomeranju doslo do porasta fluksa, pokazite da je taj
— —
argument u skladu sa nadjenim smerovima sila F1 i Fo.

Gradijent magnetskog polja, vidimo, bitan je za nastanak sila o kojima je
ovde ret. Pokazite da se u nasem zadatku radi o gradijentima reda velicine
2103 A/mz. Da li se takvi gradijenti magnetskog polja tesko mere? (Napom-
ena: Savremeni superprovodni gradientometri imaju prag osetljivosti oko
10-7 A/m>.)

23.

Po ravnoj kruznoj konturi polupre¢nika R tece struja ja¢ine i. Na osi kon-
ture (osa z na Slici 23a) nalazi se elementarna kontura magnetskog mo-
menta P = PmEs, U tacki koja je na rastojanju d od konture. a) Nadi
silu koja deluje na elementarnu strujnu konturu. b) Izratunati silu ako je
Pm = 1072 Am?, i = 95,5pA, R=3mid=4m.

\\ e
‘ & A"
14 4\,: >
R 1=
//
Slika 23a

a) Uslovi koji su definisani u ovom zadatku omoguéavaju da se primeni
formula iB

F:pm—d'l-_~ (1)

Kako indukcija B zavisi od udaljenosti od navoja sa strujom nama je poznat
(videti zadatak 6) izraz za indukciju

_moi BT
2 (VR +22)

Nadjimo izvod funkcije B(z) u tatki z = d

dB i R? 3 =
(), -G

Apsolutna vrednost sile ce biti

F= %pm poi R d (\/RQ + d2>_5 . (4)

B (2)
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Negativan znak u relaciji (3) govori da je sila usmerena ka kruznom strujnom
navoju, u skladu sa poznatim pravilom da sila tezi da odvuce elementranu

strujnu konturu u oblast jateg polja, ako su vektori py, i B paralelni (istog
pravca i smera). Dakle,

" _g joiR2d (\/Rz % dZ) s (5)

b) Zamena datih brojnih vrednosti daje F =~ 20fN

Witanja i komentari l

Nasa strujna kontura daje nehomogena polja sa gradijentom koji iznosi
desetak ampera po metru kvadratnom (proverite). Eksperimenti iz raznih
oblasti fizike ponekad zahtevaju generisanje gradijenata koji su znatno ve¢i.
Klasi¢an primer je ¢uveni Stern—Gerlahov eksperiment. Autori su koristili
veoma nehomogeno magnetsko polje, proizvedeno pomocu specijalnih pro-
fila, kao $to je onaj prikazan na Slici 23b.

Slika 23b

U takvim masinama moglo se racunati i na vrednosti |0H/dz| ~
108 A/m® neposredno nad siljkom. Sila data izrazom (1) je onda tolika
da izaziva primetno vertikalno ubrzavanje atoma i, u krajnjoj liniji, Zeljeni
efekat cepanja snopova zbog prostorne orijentacije atomskih magnetskih mo-
menata.

24.

Dat je dugi, pravi solenoid kroz koji protice struja poduzne gustine j,.
Duzina solenoida je L, a poluprec¢nik r. Solenoid je postavljen vertikalno
(Slika 24). Tanki aluminijumski 8tap duzine L/2 povriine popreénog pre-
seka S stoji tacno po osi z. U ravnotezi, gornji kraj stapa seze ta¢no do
centra solenoida. a) Kolika linijska gustina struje obezbedjuje ostvarenje
tog uslova? b) Izracunati j, ako je L = 50 cm.
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N
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Slika 24

a) Na element stapa dz deluje sila

dF = dpn 57, (1)

kao 8to smo objasnili u zadatku 23. Magnetski moment elementa nalazimo
po definiciji magnecenja supstancije

dpy = Idr = I5dz. (2)

Posto je za paramagnetike I = kH, a istovremeno imamo B = ppgH bice:

dp,, = e B8 A (3)
HHo
Na taj nacin dobijamo
aF =#~1 pgaB, (4)
Ko

gde smo jod uzeli u obzir vezu k = p — 1. Ukupnu silu koja deluje na
paramagnetski aluminijumski stap nalazimo sada integracijom

B2

F:“_ls/BdB. (5)
Ko

0o

Ovde je By magnetska indukcija u centralnom delu solenoida, a B, /o induk-
cija na njegovom kraju (za 2 = L/2). Napomenimo uzgred da je nama veé
poznato (iz zadatka 13) da je B/, = By /2. Iz relacije (5) odmah nalazimo
apsolutnu vrednost intenziteta sile

_pr-1 2 _ p2
IFl =55 (B~ Bip) - (6)
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Smer sile je odozdo navise, tezi da uvuce Stap u solenoid (to je jasno iz
analize u zadataka 23). S druge strane, tezina tapa je

L
G=mg=pgS§, (7)

gde je p = 2700 kg/m3 gustina aluminijuma. Uslov ravnoteze $tapa, da je
magnetska sila jednaka tezini stapa, dovodi do

e Blepgy (8)
0

Kako je By = pupuoHo i Hy = je, odavde dobijamo definitivno

- 4 )
e \/?umo(u “1) g ®)

b) Iz tablica mozemo naéi da je magnetski permeabilitet aluminijuma
p = 1,000023, pa zamena brojnih vrednosti daje j, =~ 2,47 107 A/m.

rPitanja i koment ariJ

Dali je mogude izvesti analogan eksperiment sa dijamagnetskim Stapom?
Kako? U nasem zadatku, je li bitna pretpostavka usvojeni smer struje u
solenoidu?

Jednatina (9) ne zavisi od § eksplicitno. Je li logicno da debljina $tapa
ne odredjuje uslov ravnoteze?

Pokusajte da analizirate uravnotezivanje veoma dugog aluminijumskog
$tapa magnetskom silom solenoida.

25.

U staklenoj posudi pravougaone osnove povrsine S = ab usut je elektrolit
gustine d i specifiéne elektriéne otpornosti p, do visine ¢ (Slika 25). Srafirane
povrsine su ravne metalne elektrode prilepljene za staklo i spojene za stru-
jni izvor zanemarljive unutrasnje otpornosti, koji daje struju jacine ¢ kroz
elektrolit. Verikalno homogeno magnetsko polje indukcije B proZima svu
posudu s teénodéu. a) Opisite polozaj koji ¢e zauzeti slobodna povrsina
tecnosti . b) Izracunati razliku nivoa ako je p = 5 1072 Qm, d = 103kg/m3,
£ =24V, B =0,417T,a = lm i b = 50cm. (Uzeti pribliznu vrednost
ubrzanja Zemljine teze g ~ 10 m/sz.)
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1 =
zj E:3+ -
B
1 lI|
|I"l!‘" ‘ " L7
|
(1%
" a
Slika 25

a) Na strujnu cev duzine a deluje magnetska sila
dF, = aBdi, (1)
a ukupna magnetska sila koja deluje na provodnu tecnost kao celinu je
Fy=aB . (2)
Pored ove sile, centar mase tecnosti napada jos i gravitaciona sila
Foy=myg. (3)
Rezultantna sila zaklapa ugao a sa negativnim smerom 2 ose, pri cemu je

Fy aiB
tga = F_Z = E 4 (4)

Slobodna povrsina te¢nosti tezi da se postavi normalno na pravac rezultantne
sile. Zato ée njen nivo biti veci na prednjoj strani posude nego na zadnjoj.
Pri tom je nagib povrsine
Ah
tga = —b— ) (5)

gde je Ah pomenuta razlika nivoa. Izjednjatavajuéi desne strane relacija (4)
i (5) nalazimo
arB
Ah=—2». 6
my &

Posto je ¢ = jbe, a gustina struje je povezana sa jatinom elektri¢nog polja u
elektrolitu (j = E/p), moéi ¢emo da pisemo

i:ﬁ:é‘-. (7)
ap
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Uzmimo jos u obzir da je m = dabe, pa iz jednatine (6) dobijamo

, _ Beb

S (8)

b) Za date brojne vrednosti izratunavamo: Ak = lem.

rPitanja i komentariJ

Moze li se na osnovu ovog zadatka koncipirati postupak za eksperimen-
talno odredjivanje specificne elektriéne provodnosti te¢nosti? Koje bi bile
prednosti, a koji nedostaci takvog jednog mernog metoda?

Kolika struja tece kolom?
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GLAVA TRECA

MAGNETSKO POLJE STRUJA U VAKUUMU.
SLOZENIJI PRIMERI

26.

Dve identi¢ne, kruzne strujne konture, poluprec¢nika a, kroz koje teku struje
iste jacine I (i u istom smeru), postavljene su medjusobno paralelno, na
rastojanju a@. @) Pokazati da je magnetsko pclje oko centra tog sistema
(tacka A na Slici 26) u dobroj meri homogeno. b) Izra¢unati magnetsku
indukciju u tacki A ako je I =30Aia = 20cm.

Slika 26

a) U okolini tacke A, na z-osi, koja prolazi kroz centre kontura, magnetsko
polje koje potice od konture (1) ima jaéinu

1 a’ _
e [@@ + (02— 7] ¥

Na slican nacin, polje koje potice od druge konture oznaéene sa (2), imaée

jacinu Ho

I a®

9 3/2
[a2 +(a/2 + :1:)2]

Relacije (1) i (2) neposredno slede iz resenja zadatka 6.

H, = (2)

Pod pretpostavkom da je a >> @, razvijmo ove izraze u red i zadrzimo
samo linearne clanove. Dobijamo

451 6z
le—{;(u ),

a (3)
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gy i B (1_92’_\ 4)

25 a 5a)

Ukupnu jaginu magnetskog polja nalazimo po principu superpozicije

851 (5)
H=H+H=> 95 o

Vidimo da magnetska indukcija B = pio H u centru sistema priblizno iznosi

plibnl (6)
26 D

gde je D = 2a preénik kruzne konture. Dakle, B skoro ne zavisi od koor'-

dinate . Magnetsko polje je priblizno homogeno, sto je i trebalo pokazz%tl.

Kao 5to se seéamo, pol/D je magnetska indukcija u centru kruzne strujne

konture (videti zadatak 5).

b) Za date vrednosti struje i polupreénika, izracunavamo B ~1,3510*T.

[ Pitanja i komentari |

Ideja koja je opisana u ovom sadatku koristi se kod tzv. Helmholcovih
kalemova pomotu kojih se u laboratorijama dobijaju dovoljno jaka i vrlo
homogena magnetska polja u relativno velikim, pritom i pristupacnim, za-
preminama, $to je neophodno za uspeéne eksperimente u mnogim oblastima
fizike. Citalac moze lako pokazati da je u predloZeno j geometriji sa Slike 26

df d'B

E'x_ 5 22 =0, (7)
u centralnoj tacki A. Naravno, jasno je da se u Helmholcovim kalemovima
koriste kalemovi sa mnogo navoja, umesto idealizovane jednonavojne strujne
konture koju smo mi ovde razmatrali. U samoj stvari to ne menja sustinu
analize; u formuli (6) valjalo bi, umesto struje I, pisati faktor NI, gde je N
broj navoja jednog od Helmholcovih kalemova.

27.

Kroz tanki provodnik, &ji je oblik prikazan na Slici 27, tece struja jacine
I u nazna¢enom smeru. @) Odrediti magnetsku indukciju u tacki C. )
Izratunati moduo magnetske indukcije na tom mestu ako je [ = 1A 1r =
1 cm.
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Slika 27

a) Primenimo princip superpozicije. Trazena indukcija B data je zbirom
tri ¢lana

B=B;+By+Bs. (1)

Kontribucija dela BA provodnika, duzine £y, izrazena je kroz komponentu
B;. Drugo pravo parce ED, duzine {;, daje indukciju Bz, dok B; opisuje
uticaj polukruznog dela provodnika. Prema rezultatu zadatka 1 odmah za-
kljuc¢ujemo da mora biti By = By = 0 (duz ne moze generisati magnetsko
polje na tatkama prave kojoj i sama pripada). Takodje lako zaklju¢ujemo da
je 2B, = Bg, gde je Bg magnetska indukcija u centru kruzne strujne konture
(tu veli¢cinu smo odredjivali u zadatku 5). Prema tome, moduo magnetske
indukcije u tacki C ima vrednost
pol

—
Po pravilu desnog zavrtnja, lako vidimo da je vektor B normalan na ravan
crteza, usmeren od talke C prema posmatracu.

b) Zamenom datih vrednosti nalazimo B = 71073 T. Vidimo da je mag-
netska indukcija priblizno jednaka treéini gausa. Uporedjenja radi, setimo se
da je horizontalna komponenta Zemljinog magnetskog polja priblizno pola
gausa.

[ Pitanja i komentari |

Vidimo da rezultat ne zavisi od duzina ¢; i £;. Uzmimo da je {; =
¢, = £, pa tacke A i E spojimo zicom u vidu kruga polupretnika R =
¢ + r. Kolika je magnetska indukcija koju u tacki C daje takva, zatvorena,
strujna kontura? Da li je i dalje rezultat neosetljiv na £? Polazeti od ove
modifikacije, razmatrajte moguénost eksperimentalne provere formule (2).
Definigite uslove koji bi morali biti zadovoljeni u merenju. O¢ito, strujno
kolo se moze zatvoriti tako da tacka C bude u konturi, ali i tako da ona bude

van konture. Ako se u prvom sluéaju izmeri indukcija B4, a u drugom B_,
pokazite da je

B:%w+_34. 3)
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Odredite jacinu struje I tako da pomocu opisare konture ponistite u tacki
C veli¢inu B, horizontalnu komponentu Zemljine magnetske indukcije.

28.

Struja jacine I teée tankim provodnikom. Provodnik duzine L je savijen
tako da ima N oblik (Slika 28). Saéinjavaju ga dve duzi, ABiCDi polukrug

BC. a) Odrediti magnetsku indukciju B u tacki O (centar polukruznog dela
provodnika). b) Izratunati B ako je I = 1A,r=0,1mi L =1m.

A 1 8

D k
Slika 28

a) Shodno rezultatu zadatka 1, strujna duz AB daje magnetsku indukciju
Bap

gde je a4 ugao pod kojim se iz tacke A vidi polupretnik OB. Naslican nacin
nalazimo i doprinos strujne duzi CD

pol
Bop = —cosay . 2
cp = cosay (2)
Ovde smo automatski uzeli u obzir da je ugao ap, pod kojim se iz tacke D
vidi polupre¢nik OC jednak a 4.

Takodje nije tesko, ako se ima u vidu rezultat zadatka 5, naéi doprinos
polukruiiog dela provodnika:

].,Ltg[
Bpec = .
bo = 552 3)

Ukupnu indukciju u tacki O nalazimo primenom principa superpozicije

B = Busg + Bpc + Bep (4)
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Slika 29
a) Magnetska indukcija koja potice od opterecenja ¢ koje se krece brzinom

v izra¢unava se iz formule

5 _ Mo ¢TXT
B ol S, (1)

U datom trenutku, na zadatom rastojanju r od naelektrisane ¢estice (Slika
29), maksimalna magnetska indukcija se detektuje za ugao 6 = 90°, pa je

Mo qV
m=— . 2
. 4 r? (2)
Odavde nalazimo
dr Bpnr®
= — . (3)
Bo v

b) Za date brojne vrednosti izratunavamo ¢ =~ 2,510"13C. Dakle, u
pitanju je Cestica koja nosi otprilike 1562 500 elementarnih naelektrisanja.

rPitanja i komentari l

Vazi li formula (1) za proizvoljne brzine? Treba li uzeti u obzir rela-
tivisticke efekte za situaciju iz naseg zadatka?

Neka u trenutku ¢ = 0 Cestica prolazi kroz koordinatni pocetak i nas-
tavlja kretanje duz pozitivnog smera z-ose konstantnom brzinom v. Skici-
rajte grafik funkcije B(t) u tacki (X,Y) za vremenski interval (0 < ¢t < 7)
gde je 7 = 2X/v. Treba li, i kada, uzimati u obzir efekte prostiranja elek-
tromagnetskih talasa u sliénim situacijama?

Ako bismo formalno, kao $to se to ponekad ¢ini kad su u pitanju stu-
dentski zadaci, birali konkretne vrednosti veli¢ina iz formule (3), moglo bi
se desiti da budu povredjeni neki fizicki principi. Na primer, uzmemo li:
B, =1,6107°T, 7 =10""m i v = 2107m/s, suotavamo se sa nelogi¢noscu.
Kakvom? (Uputstvo: potrebno je da rezultat zadovoljava uslov ¢/e > 1).
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30.

P
Shodno klasi¢nim predstavama, moment koli¢ine kretanja elektrona I na
nekoj od atomskih orbita, u smislu Borove teorije atoma, precesira u mag-

netskom polju oko vektora magnetske indukcije ﬁ U knjigama se moze naéi

podatak da je period precesije u polju jacine 102 O oko 710~10s. Proverite
taj rezultat.

Shodno Larmorovoj teoremi kruzna uéestanost precesije proporcionalna
Je magnetskoj indukciji B, a koeficijenat proporcionalnosti zavisi jedino od
svojstava elektrona

Q=22 (1)

Uzimajuéi u obzir da je B = poH i T = 27/Q , za period precesionog
kretanja elektrona nalazimo

4Tm

= - ' (2)

Da bismo dobili rezultat u sekundama, neophodno je da vansistemsku je-
dinicu ersted izrazimo preko odgovarajuce SI jedinice. Napomenuli smo u
zadatku 5 da je A/m= 471073 O. Prema tome, dobijamo 7' ~ 710~ 105,

LPitan ja i komentari—l

U fizici se zna za viSe izraza za uéestanosti koji su formalno sliéni Lar-
morovoj ucestanosti, ili se preko ove izrazavaju. Pre svega, znamo da slo-
bodni elektron u homogenom magnetskom polju kruzi ugaonom uéestanoséu

eB
We = ? ) (3)

(tzv. ciklotronska ucestanost). Zatim, poznato'je da se u normalnom Ze-
manovom efektu spektralna linija cepa za iznos

o eH

Za anomalni Zemanov efekat vazi

Av = (myg; — mag2) Vo , (5)
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gde su m; i my magnetski kvantni brojevi, g1 i g2 Landeovi faktori i
vo Larmorova frekvencija. Pri proucavanju apsorpcije elektromagnetskog
zragenja u supstanciji govori se o paramagnetskoj elektronskoj rezonanciji na
ucestanosti

g pB po H
Vper=—ylbiﬁ0_a (6)

gde je h Plankova konstanta, a up Borov magneton, jednak —eh/dmm.
Takodje postoji i tzv. paramagnetska nuklearna rezonancija (selektivna ap-
sorpcija elektromagnetskog zracenja u supstanciji) na ucestanosti

o H
Vpnr = ¢ 7;L ’ (7)

gde je pu, nuklearni magneton.

Pokazite da za ja¢ine magnetskih polja H ~ 10'® A/m elektronska rezo-
nancija nastaje pri vpe, ~ 1 GH, (podrucje centimetarskih talasa). Takodje,
pokazite da za polja H ~ 103 0, uéestanosti vy, leze u oblasti 10° do 10° H,
(Uputstvo: pp/pn ~ my/m ~ 10* ; m,, je masa jezgra).

Izvedite numeri¢ku formulu

)

e 10
Vp = o = 2.810~ B (8)

Rezultat je u hercima ako se magnetska indukcija B izrazi u teslama.

31.

Elektri¢ni dipol dipolnog momenta p postavljen je duz z-ose (Slika 31). Pozi-
tivno naelektrisanje dipola je u tacki (0,0, 4 ) a negativno u tacki (0,0, —¢_).
Dipol rotira oko y-ose u smeru koji je suprotan kretanju kazaljke na satu ako
se gleda iz tatke Y(0,yo,0), sa utestanoséu n. a) Odrediti jatinu magnetskog
polja H u tacki Y. b) Odrediti H ako je yo > € =14 + (_.

z

+q

X -

Slika 31
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a) Rotiranje pozitivnog naelektrisanja ¢ ekvivalentno je delovanju struje
Jacine gn (n je broj obrtaja u sekundi) po krugu polupreénika ¢,. Sli¢no,
kruzenje negativnog naelektrisanja —¢q shvatamo kao struju jacine —gn po
krugu polupreénika ¢_. Prva kruzna kontura stvara magnetsko polje jaéine

| e
F+—§qnwey, (1)

gde je €, ort y-ose. Druga strujna kontura stvara magnetsko polje jatine

H - L i (2)
- ——— .
T

Ukupna jatina magnetskog polja je onda
—=  pn Kﬁ_ £® o
H =% i . (3)
LG +R)" (2 )"

gde smo ¢ izrazili preko momenta p = ¢ = q(y +£-).

b) Ako je yo > £, intenzitet vektora Jjatine magnetskog polja je

pn
H~—A¢ 4
rTAL, (4)

gde je Al ={y — {_ rotacioni ekscentricitet.

ljitanja i komentaﬂ

Procenimo jaginu magnetskog polja u koordinantom pocetku. Stavljajuéi
Yo = 0 u relaciju (3) dobijamo

_pn 1 1
H = 57 <€+ £_> ; (5)

Ako je £_ > {4, polje je usmereno duz ty-ose. Ali tada prema relaciji
(4), u ta¢ki Y imamo polje koje je usmereno duz negativnog smera y-ose. To
znaci da je negde u intervalu (0, %0) magnetsko polje jednako nuli. Drugim
recima, moze se izabrati takvo yp, za dati odnos £y /L_ i za date veli¢ine n,
pif, dau tacki Y vazi H = 0. Pokazite da Je resenje takvog zadatka

yo— 7'62_-63_ 6
R e (6)

gde je r = (€+/£_)4/3. Izratunajte y, /¢ za €, = €/3i ¢_ = 2(/3.
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32.

U homogenom magnetskom polju jacine H nalazi se ravna strujna kontura
magnetskog momenta py,. Kontura moze da rotira oko ose OO’ (videti Sliku
32).

Slika 32
7a tu osu, moment inercije konture je J. Na pocetku, vektor p,, usmeren

je duz y ose, tj. paralelan je vektoru H. Onda smo konturu izveli iz
ravnoreznog polozaja i ona izvodi harmonijske oscilacije male amplitude.
a) Odrediti kruznu ucestanost w tih oscilacija. b) Izratunati w ako je

Pm = 107*Am?, poH =1072T i J = 10~ kgm?,

a) Na ravnu strujnu konturu u homogenom magnetskom polju deluje
spreg sila momenta

M = —pnBsinaé, . (1)

Ovde je B = poH, a €, je ort z ose. Ugao a je ugao izmedju vektora H i

P» u datom momentu oscilovanja. Po drugom zakonu dinamike rotacionog
kretanja mozemo pisati

— da .
M = J'(—it—2 €g . (2)
Smenjujuéi (1) u (2) dolazimo do diferencijalne jednatine
d*a )
J—(F-Fmesma—O. (3)

Za male vrednosti ugla a imamo sin o & a, tako da prethodni izraz postaje

d*a  pnB
1z + R 0. (4)
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Trenje u sistemu smo zanemarili; dobijena je jednostavna diferencijalna

jednagina, poznata iz mnogih sliénih problema mehanike. Resenja potrazimo
u obliku

a = ap,sin (Wt + ¢) . (5)

Zamenom (5) u (4) dobijamo

w=4/—. (6)

Dakle, kontura e izvoditi harmonijske oscijalcije. Period tih oscilacija uto-
liko je veci ukoliko je moment inercije vedéi.

b) Polazeéi od relacije (6), nalazimo (znajuéi da je B = poH) w = 10s~1.
Odavde jednostavno dobijamo za period oscilovanja T' = 27 /w = 0,628 s.

| Pitanja i komentari |

Metod opisan u ovom zadatku moze da se upotrebi kao osnov za merenje
jacine magnetskog polja. Pretpostavimo da smo uspeli izmeriti Ty, period
oscilovanja rama sa strujom, u poznatom etalonskom polju jacine Hy. Posle
toga primenimo isti merni sistem u polju nepoznate jaé¢ine H i nadjimo novi
period 7. Primenom relacije (6) nalazimo u prvom slucaju

J
To = 2my | —— | /4
0 inpmHO ( )

J
HoPm -

dok je u drugom sluéaju

T=2r

(8)

Kombinujuéi ove dve relacije lako nalazimo jatinu magnetskog polja

nem(B) o

Princip se svodi na merenje ugestanosti, ili vremenskih intertvala i moze da
se postigne visoka ta¢nost. Medjutim, metod nije lak sa eksperimentalne
tacke gledista. Naravno, umesto kalema moze da se upotrebi, mozda i sa
vecom pogodno$cu, magnetska igla odredjenog magnetskog momenta Ds
¢iju ta¢nu vrednost i ne moramo znati, jer se ona ne javlja eksplicitno u

formuli (9).



66 Glava treca

B

Kakav bi merni postupak morao da se izvede za slucaj da vektor H ne
lezi u Oy ravni? (Naginjane mernog uredjaja je nepraktican postupak koji
bi podrazumevao unosenje tesko kontrolisanih izvora gresaka).

33.

Dugi, pravi provodnik postavljen je duz ose dugog solenoida. Jacina struje
kroz provodnik je 7, u naznaéenom smeru (videti Sliku 33 skica a). Solenoid
ima N navoja po jedinici duZzine, kroz navoje tece struja ja¢ine I. a) Odrediti
formu linija sile magnetskog polja u centralnom delu solenoida. b) Izratunati
odgovarajuée parametre za silnicu koja tangira namotaj sa unutrasnje strane,
ako je N = 1000 navoja po metru i = 10A, I =0, 1Ai R=10cm.

[ O
L A"L
He - R
b) c)
Slika 33

a) U nekoj tacki P(p,0, 2) cilindricnog sistenta sa skice a) , komponente
z 1 @ jacine magnetskog polja su, redom,

H,=NI, (1)

i
Hyg = — 2
6 21p ) ( )
po odgovarajuéim formulama za polje oko pravog provodnika i u centru

solenoida. Rezultujudi vektor " zaklapa ugao ¢ prema komponenti ",
(skica b na Slici 33), pri ¢emu je

H, NI

t = = — .
R T 2mp (3)

Nagib linije sile magnetskog polja ne menja se za dato p. One su spiralne,
sa konstantnim hodom spirale f. Nadjimo f imajuéi u vidu skicu ¢). Kad
linija sile taéno jednom obidje obim cilindra polupre¢nika p, tacka P ce se
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“popeti” za visinu f; pri tom je duzina silnice hipotenuza pravouglog trougla
i odmah nalazimo

f=2mptgep. (4)
Imajuéi u vidu relaciju (3), dobijamo
NI
f=(2n) T g (5)

Hod spirale raste sa kvadratom njenog polupreénika.

b) Za silnicu koja tangira namotaj treba uzeti p =R, pajef =
(27)° 107 m.

| Pitanja i komentari l

Posmatrajte formulu (5). Je li logi¢no da je f ~ I/i? Moze li se unapred
shvatiti da ée f biti proporcionalno kvadratu velicine p? (Pokusajte da
iskoristite dimenzionu analizu startujuéi od [ ~ NTI?Pi%% uz zahtev da je
J po dimenziji duzina.)

34.

Od zice konstantnog preseka, izvuéene od homogenog, provodnog materijala,
slozena je kocka (Slika 34a). Teme A spojeno je za @, a teme B za ©
pol izvora struje e.m.s. £. Kolika je magnetska indukcija u centru kocke?
Zanemariti uticaj dovodnog i odvodnog provodrika.

H
J A
e P G
| Db
B C

Slika 34a

i

Resenje

Pod datim okolnostima, otpornosti svih ivica kocke Jjednake su. Ako je
¢ struja koju daje strujni izvor, onda kroz delove kocke AH, AG i AD, a
takodje i kroz FB, EB i CB tete struja jatine i/3. Ivicama HF, HE; GF,
GC i DE, DC teku struje jacine i/6 (neke detalje u analizi ovog slozenog
strujnog kola dali smo u nasoj prvoj svesci zadataka Elektrizno polje).

Na potetku uocimo sledeéi jednostavnu ¢injenicu: Dve paralelne duzi
kroz koje tece struja iste jatine u istom smeri, proizvode magnetsko polje
koje u centralnoj tatki M (Slika 34b) ima jacinu H = 0.
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1
*M

i

w}

Slika 34b

Magnetsko polje u centru kocke formiraju dvanaest duzi. Njihovo delo-
vanje, postujuéi princip superpozicije, mozemo prikazati grupisanjem Sest
p_a_rgv_a__kao_ét_o_j_e_onzlj_sq_Sﬁke_?)_ﬁﬂk_To su parovi [AH;CB], [AD; FB],
[AG; EB], [HE; GC], [HF; DC], [GF; DE]. Svaki par ponaosob daje u cen-

tru kocke B = 0. Dakle, u centru kocke je B =0.

rPitanja i komentariJ

Pokusajte da ovom resenju pridjete i nekim drugim putem; na primer,
pomoéu osobina simetrije.

35.

a) Odrediti magnetski napon, odnosno cirkulaciju jacine magnetskog polja,
dus zatvorenih kontura naznaéenih na Slici 35. Poznate su jacine struja Iy
i I, u provodnicima Py i Py. Naznageni su i smerovi struja, kao i smerovi

obilazenja kontura. b) Izratunati pomenute magnetske napone ako jelh =
1AiL =1A.

Slika 35

a) Magnetski napon duZ zatvorene strujne konture jednak je ukupnoj
jatini elektricne struje koja protice kroz povrsinu ograni¢enu datom kon-
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turom
Umlzj[Hsds:i. (1)
—_

Ovde je H, projekcija vektora H na pravac definisan vektorom elementa
putanje ds, tj. tangencijalna komponeta jacine magnetskog polja. Naravno

da se posredstvom vektorskog ra¢una moze napisati Hyds = H.d3 (skalarni
proizvod dva vektora). Po definiciji je ¢ = Y i Ik algebarska velicina. Ona
Je pozitivna ako je smer struje takav da odgovara pravilu desnog zavrtnja za
dati usvojeni pozitivni smer obilazenja konture. U suprotnom, 7 se smatra
negativnom veli¢inom. Shodno tom pravilu, za konturu « dobijamo

Um1 = *Il . (2)

Za konturu b u obliku osmice prva struja se uzima kao pozitivna, druga kao
negativna, pa ¢e biti

Upn2=5-1,. (3)

Za konturu ¢ koja obuhvata oba provodnika ali tako da nije zadovoljeno
pravilo desnog zavrtnja pravilan ée biti zapis u obliku

Vs = -y =15 . (4)

Na kraju, za konturu d vidimo da struja Iy ima smer koji se poklapa sa
smerom normale povrsine pa je

Uns=1. (5)

b) Za date brojne vrednosti struja, dobijamo Uy = —1A, U,y = 0,
Uns =-2AiU,, =1A.

| Pitanja i komentari |

Ako su putanje a, ¢ i d prostorne krive (a ne kao na Slici 35 krive u
naznacenoj ravni), da li se cirkulacije menjaju? Posebno, da li je to bitno za
putanju b?

U ovoj Zbirci €esto koristimo teoremu o cirkulaciji da olakiamo nalazenje
magnetske indukcije za datu konfiguraciju provodnika. Znamo da je to lako
uciniti za kruznu konturu oko pravog provodnika. $ta biva ako se provodnik
savije i izgubi osobina simetrije? Ako se provodnik savije u krug simetrija
svakako postoji, pa je logi¢no pomisliti da se moze nadi pogodna kontura za
jednostavno odredjivanje indukcije u tom slucaju. Da li je to taéno? (Na
zalost nije; teorema o cirkulaciji tu ne moze da pomogne; videti i komentar

u zadatku 6)
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Pojedini autori rado isticu analogiju izmedju Gausove teoreme u elek-
trostatici i teoreme o cirkulaciji magnetskog polja. Koji su najupecatljiviji
elementi te analogije?

36.

Kroz dugi, pravi, puni (od homogenog materijala) cilindar kruznog popre-
¢nog preseka, polupre¢nika R, tece konstantna elektri¢na struja jaéine I. U
provodniku postoji supljina u obliku kruznog cilindra poluprecnika r. Ose
dva cilindra su paralelne, na medjusobnom rastojanju d (Slika 36a). a)
Odrediti ja¢inu polja H, u Supljini. b) Izratunati H ako je gustina elektri¢ne
struje = 210°A/m? i d = 1 cm.

Slika 36a

Zadatak se moze uspe$no tretirati pomocu principa superpozicije. Pos-
tupak ¢emo simboli¢ki predstaviti pomocu Seme na Slici 36b.

® OG
a) b) c)

Slika 36b

Sistem a (konfiguracija iz zadatka) moze se shvatiti kao zbir sistema b
(puni provodnik kojim tece struja gustine j ) i sistema ¢ (provodnik kojim
protice struja jedino kroz cilindar poluprec¢nika r, ali u suprotnom smeru, tj.
gustina struje je —j ). Po principu superpozicije mozemo pisati

— = =
H=H,+1,, (1)

—
gde se H 1 izratunava za neku tacku koja pripada prostoru supljine u provod-
niku a, dok je ﬁz ono polje u toj tacki koje postoji u provodniku b. Lako
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je odrediti polja ﬁl i ﬁQ ako se posluzimo skicom na Slici 36¢.

I'l |

i
&} ol H %
O4 d“« O

Slika 36¢

Jacina magnetskog polja trazi se u tacki P; ona je na udaljenosti £ od
centra O; i ¢ od centra Oq. Zato je

il j7('£2 1
H=—-= = — 44 2
199 27 2)
. . 2
. T Al P
H2_27rx— o 239:. (3)

Posluzimo se sada koordinatnim sistemom ((,n) (Slika 36¢) i nadjimo pro-

jekcije H¢ i Hy vektora H. Posto je

Hy, = —Hycosj3, (4)
Hyp = —Hjcosa, (5)
bi¢e, buduéi da je d = lcos f — zcos a,
1,
Hn:H1n+H2n:—§.7d- (6)
Na slican nacin nalazimo:
H1(=Hlsinﬁ, (7)
Hy = Hysina, (8)

a kako je £ sin 8 = x sin & imamo
He=Hic+ Hy=0. (9)

Ova analiza pokazuje da je vektor H u celini upravljen po osi 7 i pritom
jacina polja ima vrednost

B =clid, (10)
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u svim tatkama Supljine, tamo je dakle homogeno magnetsko polje. Ako

b 4 . v ., .
struja ima smer od crteza prema posmatracu, H je usmereno duz pozitivnog
smera 1) ose.

b) Imajuéi u vidu zadate brojne vrednosti, dobijamo H = 104 A/m.

,ﬁt anja i komentarﬂ

Izuzetna lepota ovog zadatka uéinila je da su mnogi autori zbirki za-
dataka iz elektromagnetizma smatrali da ga obavezno treba ponuditi stu-
dentima. Naravno, naécin reSavanja je razli¢it u raznim zbirkama. Primera

radi pokusajte samostalno da dobijete rezultat vektorskim racunom (Tf =
1%« d)
2J X d).

Dali je moguce, na bazi nekih opstih fizickih principa, zaklju¢iti da ¢e H
biti homogeno u $upljini ne vrieéi nikakva konkretna izracunavanja poput

nasih, gore izlozenih? Ako je to moguce, onda se H lako nalazi izra¢unava juéi
ga u tacki O,.

Rezultat (10), vidimo, ne zavisi od R i r. Ipak, da bi zadatak imao smisla,
neka ograni¢enja moraju postojati. Koja? Ako supljina dodiruje spoljasnju
povrsinu provodnika, pokazati da je H = I/2x(R 4+ r) gde je I jagina struje
provodnika. Ako jo§ uzmemo da je d veoma raalo, imaéemo i resenje za
magnetsko polje u unutrasnjosti Supljeg cilindra kad je debljina zida zavisna
od polarnog ugla. Pokusajte da resite zadatak kad Je d = R (procena polja
u zljebu cilindra).

Pokusajte da resite zadatak sa dve, u odnosu na centar simetri¢no
postavljene Supljine. Koji je osnovni utisak u vezi sa tom generalizacijom?
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GLAVA CETVRTA

ELEKTROMAGNETSKA INDUKCIJA

37.

Brzinom v = 15m/s, normalno na linije sila magnetskog polja indukcije
B = 0,5 T krece se provodnik duzine £ = 1m (Slika 37). Naéi elektromotornu
silu koja se indukuje u provodniku.

T T T

B s ® __®

® ® Y e

® ® s o

® ® ® ®
Slika 37

Resimo zadatak bez pozivanja na koordinatne sisteme. Na osnovu Fa-
radejevog zakona
do
£=—— ‘ 1
dt ) ( )
. . ., __’ —>
za indukovanu elektromotornu silu, treba odrediti promenu fluksa ® = B . §
vektora magnetske indukcije B u Jedinici vremena. Posto je element
povrsine
dS = fvdt, (2)
koju provodnik prebrise za interval vremena dt, aimajuéi u vidu da je vektor

B kolinearan sa vektorom d? sledi

do
£=—— =By, (3)

Zamenjujuéi vrednosti date u zadatku dobijamo brojnu vrednost indukovane
elektromotorne sile £ = —7,5 V.

| Pitanja i komentari |

Odrediti smer indukovane elektromotorne sile, tj. na pokretnom provod-
niku odrediti pol na kojem ée se nagomilavati pozitivno opterecenje i pol na
kojem ¢ée se nagomilavati negativno optereéenje.
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Neka vektor 7 brzine pokretnog provodnika umesto ugla od = /2 gradi

ugao a sa vektorom magnetske indukcije B. Kolika je u tom slu¢aju induko-
vana elektromotorna sila? Naéi onaj ugao «; pri kome ce elektromotorna
sila koja se indukuje u provodniku biti dva puta manja nego kada je vektor
brzine normalan na linije sila magnetskog polja.

38.

Elipti¢ni metalni disk vrti se u horizontalnoj ravni oko vertikalne ose u kon-
stantnom, homogenom, vertikalno usmerenom magnetskom polju indukcije
iy

B . Osa rotacije prolazi kroz jednu od ziza elipse. Disk rotira ugaonom brzi-
nom w. Poznata je duZina e, rastojanje zize od centra elipse. a) Odrediti

napon U izmedju tacaka A i P (Slika 38). b) Izratunati U ako se disk okrece
50 puta u sekundi a B = 0,01 T. Uzeti da je a = 10cm, ¢ = 2cm.

A_Z

Slika 38

a) Neka je situacija prikazana na Slici 38 trenutni "snimak” rotirajuceg
diska. Potom ¢e poteg FP za vreme dt prebrisati povrsinu

1
dsy = 3(a+ ¢)’wdt, (1)
a poteg TA
ds, = %(a — &) wdt . (2)
Odgovarajuce promene flukseva su
1
4@ = -5 B(a+ ) wdt , (3)
1
dd, = +§B(a ~eYwdt. (4)

Odavde sledi, prema zakonu elektromagnetske indukcije, da ¢e se indukovati
elektromotorne sile

1
& = +§B(a+5)2w, (5)
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. —%B(a s, (6)

Trazeni napon U bice

U=&+6&, (7)

5to se svodi (uz aproksimaciju a > ¢) na formulu
U = 2Bwace . (8)

Kao &to smo i ocekivali, ovaj se izraz anulira za ¢ = 0.

b) Poznata je ucestanost rotiranja, pa ¢emo odmah izracunati ugaonu
brzinu w = 100 7s~1. Sada iz formule (8) izracunavamo U ~ 12,6 mV.

[ Pitanja i komentari |

Zasto je u izrazu (3) negativan znak, kojeg nema u izrazu (4)? Primenite
Lencovo pravilo u razjasnjavanju te situacije. Prosledite za smerovima
Lorencove sile, jednom u nekoj tacki potega FP, drugi put u nekoj tacki
potega FA; kuda su usmerene sile?

U zadatku pominjemo jedino Lorencovu silu. Ali, zbog delovanja cen-
trifugalne sile, kad disk rotira javlja se i napon U.. Moduli dva napona
zadovoljavaju odnos

U @
e 9
Uc w ) ( )

gde je w, = eB/m elektronska ciklotronska ucestanost. Kako je U ~ w i
U. ~ w?, tacnije mozemo da zapisemo desnu stranu formule (8) u obliku
2Bwae(1 4+ hw/w,), gde h moze biti +1 ili —1, zavisno od smera rotacije
diska.

39.

Metalni §tap duzine £ = 0,2m nalazi se u ravni ¢ija normala sa homogenim
magnetskim poljem indukcije B = 0,5T gradi ugao 6 = 7 /4. Odrediti
ugaonu brzinu w kojom treba da rotira stap oko jednog svog kraja da bi se
na krajevima $tapa obrazovao napon U = 0,15V.

Na osnovu Faradejevog zakona za indukovanu elektromotornu silu & =

| - d®/dt| treba naéi elementarni fluks d® = B-dS magnetskog polja B
kroz povrsinu

&S = ;fdpi (1)
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koju prebrise stap ako se obrne za ugao dep. Kako vektori B i 7 grade ugao
f, imamo da je
d® 1
U= o §B€2w cosf. (2)

Resavajuéi zadnju jednaginu Po ugaonoj brzini w konaéno dobijamo

2U
= — 3
w Bl%cos@’ (3)

Sto posle zamene brojnih vrednosti daje w = 21,2rad/s.

u)ita,n Jai komentarﬂ

Zamislimo da pokretni kraj stapa klizi po provodnoj kruznici koja je za
nepokretni deo §tapa spojena provodnim polupreénikom £ ko ji je sacinjen od
istog materijala (poduznog otpora \ = 1Q/m) kao kruznica i stap. Ako se
u pocetnom trenutku tap koji rotira poklapao sa provodnim polupreénikom
naci jacinu struje koja protice kroz Stap.

40.

Stalni magnet SN (Slika 40) pomeramo du? ose z i priblizavamo ga solenoidu
Cija se osa poklapa sa osom z. a) Dali ée brze kretanje magneta ka solenoidu
usloviti da veéa koli¢ina, opterecenja ¢ protekne kolom (5to ée pokazati gal-
vanometar G)? b) Koji je nacin da pri zadatom ¢ primaknemo magnet
solenoidu sa $to manjim radom protiv elektromagnetskih sila u sistemu?
Ukupna elektri¢na otpornost kola ko Je sadrZi solenoid i galvanometar je 7.

Slika 40

a) Kad se magnet priblizava, raste fluks ® kroz navoje solenoida, te je
struja u kolu
1 do
g e e 1
i r dt 1)

~ Ukupno proteklo naelektrisanje ¢ koje pokazuje galvanometar iznosi
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q = [ idt, $to posle koris¢enja relacije (1) daje

)
1d®

P i 2
1 /1’ dt i (2)

@,

odnosno,
1

q=;(‘1’1—‘1’2)~ (3)

Vidi se da ¢ zavisi od pocetnog ®; i zavrinog ®; fluksa. Medjutim, ¢ ne
zavisi od brzine promene fluksa, tj. isto ¢ ¢e se dobiti bez obzira na brzinu
priblizavanja magneta, svaki put kad je isti potetni z; i konaéni x; polozaj
magneta.

b) Pri priblizavanju magneta ulazemo rad A na savladjivanju elektromag-
netskih sila F'. Posto je

do
~ F ~ ) ) A~ — 4
A F’ 2? ? dt ( )
zaklju¢ujemo da ce biti
do
A~ g (5)

Sto je manji vremenski interval At potreban da se magnet priblizi za Av =
zo — 1, vedi je i rad pritom izvrsen. Rad se moZe smanjiti smanjivanjem
brzine priblizavanja magneta.

[ Pitanja i komentari |

Na osnovu Lencovog pravila pokazite da je smer struje u kolu onaj
prikazan na slici, ako je severni pol N blizi solenoidu.

41.

Potrebno je izmeriti magnetsku indukciju blizu pola stalnog magneta
pomoéu kola sa Slike 41. Upotrebljena je ravna petlja povrsine S koja se
sastoji od n navoja tanke, izolovane zice. Na pocetku, magnetski fluks @
kroz petlju je bio maksimalan, a onda smo zarotirali petlju do polozaja
gde je ® = 0. Voltmetrom V izmerili smo definitivni napon na konden-
zatoru u, = U. a) Kolika je srednja vrednost magnetske indukcije B na
mestu petlje? b) Izratunati B ako je R = 1MQ, C = 5uF, n = 20 navoja,
S = Scem® i U = LmV,
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-
S

S N

D

R :

Slika 41

a) Indukovani napon na kalemu izmedju tacaka 1i 2, u nekom trenutku

dok se on pomera, iznosi

dB
u—nSE. (1)

Smatrajuéi da je proces kvazistacionaran, primenimo II Kirhofovo pravilo za
dato kolo

. q
= =. 2
U Rz+C (2)

Napon u, na kondenzatoru je u. = ¢/C odnosno,

uC:—Cl—/idt. 3)

Pretpostavljajuéi da je proizvod RC (vremenska konstanta kola) veliki, bice

1
L 4
he o / wdt, (4)
odnosno,
1
o= —n8 | dB. 5
vo=gg S [ (5)
Posle uspostavljanja ravnoteze u kolu vazice
nS
U= TR ) - 38 (6)

odakle je trazena srednja vrednost magnetske indukcije

CRU

B = e (7)

Ako su poznati parametri kola (C, R, n i S) i ako smo izmerili napon na
kondenzatoru U, pomoéu ove formule mozemo izracunati B. Aparatura
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koja bi funkcionisala na ovom principu moze biti tako izbazdarena da se na
instrumentu voltmetra direktno oéitava magnetska indukcija.

b) Zamena brojnih vrednosti daje B = 0,5T,

| Pitanja i komentari |

Upotrebljena RC kombinacija naziva se integrator. Zajedno sa sondom
(petljom) i voltmetrom on ovde ¢ini jedan jednostavni magnetometar.

Koja je uloga diode u kolu (element D na Slici 41)?

Ako imamo na raspolaganju osciloskop, integrator moze da posluzi i za
merenje vremenski promenljivih polja, na primer harmonijskog oblika B =
By, sin(wt). Kako?

42,

U elektri¢no kolo u obliku kvadrata stranica duzine ¢ = 1,5m vezana je
tinjalica unutrasnje otpornosti r = 10 ) ¢iji je napon paljenja U, = 0,1V,

po zakonu B = By+ At. Ako Jje otpornost provodnika koji ¢ini kolo R = 0,10
naéi minimalnu vrednost konstante A4 da bi se tinjalica upalila.

Elektromotorna sila koja se indukuje u konturi moge se na¢i pomoéu
formule
do

el i 1)

dok je promena fluksa & — fsﬁ dY magnetnog polja u jedinici vremena,
kroz konturu konstantne povrsine § = ¢?

L el N @

Znajuéi da je po uslovu zadatka B(t) = By + At lako dobijamo
&= A, (3)
Ako sada na dato elektri¢no kolo primenimo drugo Kirhofovo pravilo, imamo:

&
R+r" (4)

]
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Da bi se tinjalica upalila napon na tinjalici U; = ri treba da bude veéi ili
Jednak naponu paljenja U,. Koristeéi se izrazima (3) i (4) lako dobijamo

Azgﬁ(1+§). (5)

a?

Smenjujuci brojne vrednosti u zadnji izraz dobijamo minimalnu vrednost za
brzinu promene magnetskog polja A = 0, 0489 T/s.

Bitanja i komentari]

Imajuéi u vidu dobijenu brojnu vrednost za konstantu A proceenite red
velitine za interval vremena u kome je moguce povecavati magnetsko polje
po datom zakonu?

Pod pretpostavkom da je magnetsko polje konstantno, pojava induko-
vane elektromotorne sile moze se dogoditi ako se povriina konture menja u
vremenu. Pod uslovom da se prilikom deformacije konture ne menja njena
otpornost naci zakon promene povrsine konture §(t) da bi se tinjalica upalila.
Postoje li ograni¢enja na naéin promene ove povrsine?

43.

U delu prostora ograni¢enog dvema ravnima koje zaklapaju ugao ¢ oseéa se

dejstvo homogenog magnetskog polja B (videti Sliku 43). Neka se duZ ose
simetrije ovog dela prostora kreée Sipka duzine a konstantnom brzinom &,
Naéi elektromotornu silu koja se indukuje u Sipki.

=
-
(\\®'_B‘

Slika 43

Neka je magnetsko polje usmereno kao na slici tj. B= —¢€,. Elektri¢no
polje koje se javlja u sistemu koji se kreée u odnosu na magnetsko polje
dobijamo iz zakona transformacije (za nerelativisticke brzine)

E=%xF. (1)
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. . ﬂ - * . ~
Kako je ¢ = vé,, imamo da Je E = Bvé,. Eiektromotornu silu mozemo
nadi iz izraza

5=/E-MZ (2)

Kretanje Sipke mozemo podeliti na tri dela. Oznagimo sa ¢ — 0 trenutak
kada sipka ulazi u magnetsko polje. Do tog trenutka tj. za ¢t < 0, posto se
sipka nalazila u delu prostora u kome nema magnetskog polja imamo da je
& =0. Uintervalu 0 < ¢ < 1 samo deo sipke se nalazi u magnetskom polju,
Pa izraz (2) za ovaj interval postaje

y(t)

)
-
Sy
o~
W
R

£ =
=y(t)
gde je
o
y(t)—tg(z) vt, (4)

pozitivna koordinata dela dela, Sipke koji se nalaz’ na granici prostora u kome
deluje magnetsko polje. 1z izraza (3)i (4) imamo

s Baid ¢
£ =2 Btg<2>t. (5)
Trenutak "
" el -

kada ¢e se Sipka celom duzinom naci u magnetskom polju, dobijamo iz uslova
y(tl) =a/2. Za interval ¢ > ty izraz (2) daje

& = Bav. (7)

Sve dobijene rezultate mozemo zajedno zapisati u obliku

0, t <0
E(t) = {2023%(@/2) t, 0<t<a/2vtg(p/2); (8)
Baw, t>a/2vtg(p/2).

| Pitanja i komentari |

Koristeéi se Faradejevim zakonom o promeni magnetskog fluksa repro-
dukovati rezultate ovog zadatka.
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Uzimajuéi da je ¢ = 7 /2, duzina sipke @ = 0,5m i brzina kojom se sipka
krete v = 1 m/s naéi trenutak kada ce indukovana elektromotorna sila u
Sipki prestati da raste. Skicirajte funkciju.

44.

Cestica naelektrisanja ¢ i mase m rotira u ravnj oko tacke O po krugu
konstantnog polupreénika r. Dui z-ose (Slika 44), normalno na ravan
putanje, deluje magnetsko polje ¢ija jacina postepeno raste, od nule do vred-
nosti . a) Odrediti prirastaj brzine estice Av kao funkciju jacine polja

H. b) Izratunati Av ako Je cestica elektron, polupreénik r = 5 107 m §
H=1,1410"A/m.

Slika 44

a) Kao posledica porasta magnetskog fluksa ® kroz povrsinu kruga § =
mr? javlja se indukovana e.m.s,

do
E=—-—. 1
U sustini nju uzrokuju strane sile koje se ispoljavaju kroz solenoidno elek-

tri¢no polje jaéine E koje deluje duz kruzne putanje. Drugim re¢ima, postoji
veza

g:ff:’-dé’:mm. (2)

Sila ¢E ubrzava naelektrisanu Cesticu. Stoga je po drugom Njutnovom za-
konu 4
v

Mo = qF, (3)

$to posle koriséenja izraza (1) i (2) postaje

1 do
By & (4)

k'
dt m

Uvedimo magnetsku indukciju B = poH. Sada, buduéi da je d® = 72 dB,
odavde odmah dobijamo ukupnu promenu brzine ¢estice posle uspostavljanja
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polja

q
R H 5
Av v T o (5)

Vidimo da ¢e steceni impuls p = m Av biti utoliko veéi ukoliko je vete
specificno naelektrisanje éestice ¢/m, za dati poluprecnik putanje r i pos-
tojecu jacinu magnetske indukcije.

b) Za elektron, g/m iznosi 1,758 10" C/kg pa je |Av| ~ 20 T m/s.

| Pitanja i komentari |

Pokusajmo da upotrebimo rezultat (5) za elementarnu analizu dijamagne-
tizma atoma. Promena mehani¢kog momenta (momenta koliine kretanja)
za sistem sa Slike 44 je AL = mrAwv, a promena magnetskog momenta
(videti izlaganje u udzbeniku, paragraf §115) iznosi P, = eAL/2m. Na taj
nacin je

R T
m = —m r . (6)
Interesantno je da se formalno isti obrazac dobija i pri strogom kvant-
nomehamitkom tretmanu problema. Istina, tada umesto r? treba uzeti
veli¢inu (r?) = (22 4 ¢?) (usrednjavanje po elektronskom oblaku). U os-
novnom stanju, elektronski oblak atoma je sferno simetri¢an sistem, pa je
jos (r?) = (2% + 42 4 2?). Zelimo li uvesti oznaku (P*) = (2 + 9y + 2%), za
srednje rastojanje od jezgra atoma, imaéemo

Pm:“%(PZ>B- (7)

Magnecenje supstancije (magnetski momenat jediniéne zapremine) iznosiée

I =nP,,, odnosno
2

F=—EE (AR, (8)

Ovde je n koncentracija atoma (broj atoma u Jedinici zapremine). Prema
definiciji (videti u Uvodu formulu (31)), magnetska susceptibilnost ¢e biti

fione®
6m

2
= (p7) - (9)
Negativnost ove velicine jasna je veé i u svetlu Lencovog principa. Znac¢ajno

je da relacija (9) dopusta procenu dimenzija atoma (v/{p?)), pod uslovom
da prethodno izmerimo susceptibilnost doti¢ne supstancije.

Interesantno je da se formula (5) moze iskoristiti i za razumevanje rada
betatrona, uredjaja za ubrzavanje elektrona do energija reda veli¢ine dese-
tak miliona elektronvolti. Na putanji polupre¢nika R elektron ima impuls
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p=mv =eBR 8to je u skladu sa ravnotezom sila evB = mv?/R . Is-
tovremeno, nag zadatak rezultira relacijom p=emR? Byrednje/ 27 R. Tako,
vidimo da u betatronu mora biti magnetska indukcija na putanji dvaput
manja od srednje magnetske indukcije po preseku tj.
1
Bi= 5 Bsrednje . (10)
Ovo je uslov pravilnog rada betatrona.

Iskoristili smo jedan jednostavan zadatak da asociramo na dva razli¢ita
fizicka problema: dijamagnetizam i akceleracija elektrona. Takvo otkrivanje
unutrasnjih veza medju naoko razli¢itim pojmovima cesto je u fizici i za nju
karakteristi¢no.

45.

Dat je dugi solenoid, sa n navoja po jedinici duzine. U sredini solenoida
se nalazi metalni disk precnika D. Disk moze da rotira oko ose koja se
poklapa sa osom solenoida 00’ (Slika 45a). Pomoéu specijalno izvedenih
kontakata na periferiji i u centru diska zatvoreno Je strujno kolo u koje jos
ulaze ampermetar i potrosaé otpornosti Rp. a) Koliku struju i pokazuje
ampermetar kad se disk okrece sa N obrtaja u sekundi? b) Izracunati i ako
je D=25cm, N =100,7n =10°A/mi R = 25Q.

Slika 45a

a) Polupreénik diska CP, koji spaja kontakte prebrise za vreme dt
povrsinu dS = D%wdt/8, gde je w ugaona brzina diska. Promena fluksa
je d® = BdS i zato ¢e biti

1
d® = gBD%a dt . (1)
Znamo da je magnetska indukcija u centru solenoida B — omn, a indukovana
e.m.s. u kolu je & = —d®/dt. Kad izvr§imo potrebne smene, bice
£=-Epi,. (2)

8
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Po Omovom zakonu, struja u kolu je

=t (3)

ako mozemo pretpostaviti da su sve ostale otpornosti u kolu zanemarljive,
§to cemo ovde i uciniti. Tako, definitivno nalazimo

. o D’wn

Ovde smo zanemarili i negativan znak kao nebitan za nage razmatranje.
Naravno treba iskoristiti i poznatu vezu w = 27N, $to daje za struju

T D2Nn
= = : 5
il o (5)

b) Ampermetar pokazuje struju ¢ = 24, TmA.

| Pitanja i komentari |

Ako je smer struje u navojcima solenoida onakav kako je simboliéno
pomocu znaka ® i ® pokazano na Slici 45a, da li je smer struje i zaista
takav kad disk rotira u smeru kretanja kazaljke na satu (gledano s desna na
levo)? (Posmatrajte smer Lorencove sile na elektron u metalu.)

Da li je svejedno o kakvom se materijalu diska radi; na primer, u ¢emu
bi se razlikovali diskovi od bakra i gvozdja? Na kojem mestu analize smo
mogli uzeti u obzir te razlike?

Da li je bitno da je disk pun? Zahteva li modifikaciju resenja promena
eksperimenta tako da se umesto diska stave tockovi 1, 2 ili 3 sa Slici 45b?

PP

1)

Slika 45b

(Resenje ostaje isto; iznesite razloge.)

3)

Ako isklju¢imo napajanje solenoida, da li je ukupna struja u kolu nula?
(Nije. Postoji centrifugalna sila na slobodne elektrone, §to radja e.m.s.
1 m

£=7—uw'D?, (6)
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gde je m masa a e naelektrisanje elektrona. Dakle, u kolu postoji i struja
jacine

4 e R Q
Pozitivni smer ove struje je od periferijske tacke P ka centralnoj C, ali joj
je intenzitet zanemarljiv za nase brojne vrednosti, §to ¢e ¢italac proveriti;
procitajte u udzbeniku paragraf §69.)

46.

a) Nadjite magnetski fluks ®; magnetske indukcije pravog, dugog provod-
nika sa strujom 7 kroz ravnu figuru sa Slike 46 (skica a). b) Potom nadjite
fluks ®, kroz figuru sa skice b iste slike, koja se dobija rotacijom prvobitne
figure oko ose paralelne provodniku (na rastojanju (21 + ®3)/2) za ugao
180%. ¢) Uporedite izratunate flukseve; nadjite ®,/®; ako je 1 = 1cm,
xo = 2,718 cm.

Slika 46

Resimo prvo ovakav opsti zadatak. Ravnu figuru ¢ine deo = ose od 21 do
3, ordinate y(z1) i y(z2) i kriva linija y(z). Tada je B(z) = poi/27z , a
dS = ydz, tj. d® = B(z)ydz. Zato je

¢ = /B(w)dS ; (1)
S
odnosno,

Tg
Lot dz
®=— —_
i fam 2)
(51

a) U prvom sluéaju, jednaéina prave je y = mz, pa imamo

fot
@1 = 5—71-— mA”c ) (3)
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gde je Az = 2, — 2,.

b) U drugom slu¢aju, gornja stranica trapeza je deo prave linije y =
—mx + m(x3 + x1). Zato je

Z9
2 S ]
Qg:%m (—1+ lw—z)dx, (4)
T
Sto posle integracije daje
o, = Mg;m [—A:c + (23 + 21) In (i—f)] : (5)
Ovu relaciju mozemo svesti na oblik Py = 1®y, gde je
T+ 2 Z9
==Z2p(22)_1, 6
77 Ty — Iy n<$1) (6)

c) Za date brojne vrednosti nalazimo 51,164

[iitanja i komenta?]

Gledajuéi rezultat pod ¢ vidimo da je ®y/®1 > 1. To se moglo i o¢ekivati
(zasto?). Ipak, pokazite da je uvek, pod datim uslovima u nagem zadatku,
n>1.

Kad m — 0, otevidno bi moralo da vazi ®; — &, (jer se figure a i b tada
iScezavajuée malo razlikuju). Pokazite i ovu osobinu,

Ako se struja uspostavlja od nule do vrednosti i, kroz koje kolo, a ili b,
e proteéi vise naelektrisanja? (Odgovor: ¢, < 9v; odnos ove dve veli¢ine
takodje je jednak funkciji 1; obrazlozite.)

47,

Kroz pravolinijski provodnik, beskonaéne duzine, protice struja konstantne
jatine ¢ = 1A (videti Sliku 47). U jednoj od ravni koja sadrzi provodnik
nalaze se provodne §ine na medjusobnom rastojanju ¢ = 0,2m. Niz sine
se kre¢u dva provodnika brzinom p = 10m/s koja je normalna na provod-
nik sa strujom. Medjusobno rastojanje izmedju provodnika je konstantno |
iznosi d = 1 m. Ako su sine i pokretni provodnici napravljeni od materijala
poduZnog otpora p = L,5Q2/m |, naéi jacinu struje u pokretnoj konturi u
trenutku t = 20s od pocetka kretanja, ako se u pocetnom trenutku ¢ = 0
prva Sipka nalazila na rastojanju ¢ = 0, 1m od provodnika sa strujom. Po-
Javu samoindukcije ne uzimati u obzir.
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®B
i 0 C 3
S ‘?“
A B
Slika 47

Resenje

Ako sa z oznatimo normalno rastojanje od provodnika sa strujom tada
je intenzitet magnetske indukcije

fot
B=— 1
Ira’ o

il
dok pravac i smer ovog vektora odgovaraju negativnom smera osetj. B =
—B¢,. Odavde, nalazimo elektriéno polje u sistemu vezanom za pokretni

sistem ;
— v
T=ixB=2"0. (2)

Sada mozemo da nadjemo elektromotornu silu

2re

£ = ]4 E.df, (3)
ABCD
koja se indukuje u pokretnoj konturi ABCD. Posto su vektori FE idl na de-

lovima AB i CD uzajamno ortogonalni, tada se prethodni integral, uzimajudi
u obzir (2) svodi na

2Tx, 2Ty

l 0
s=/“°'”dy+/ ot gy, (4)
0 L

gde smo sa z1 1 22 oznadili trenutni polozaj prve, odnosno druge pokretne
sipke. Izratunavanjem zadnjeg integrala dobijamo

poilv (1 1

E=Cb—rr | ———] - 5

27 (ml 9 (5)
Kakosuzy =a+vtizy=a+ d + vt imamo konacno da je elektromotorna
sila koja se indukuje u konturi

Ho 1€vd

b 2m(a+ vt)(a + d+vt)’ (6)
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Posto je ukupna duZzina konture kroz koju tece struja jednaka 2(€ + d)
imamo da je otpor konture
R =2p(t+d). (M)
Izrazi (6) 1 (7) konacno daju intenzitet struje koja protice kroz konturu

[ = pozﬁvd
= wm(l+ d)(a+ot)a+d+ vt)

7amenjujuéi brojne vrednosti dobijamo I = 4,14 10 A

(8)

Pitanja i komentari

Ako je u zadatku dat koeficijent samoidukcije I pokretne konture napisati
diferencijalnu jednacinu z2a jaginu struje u konturi uzimajuéi u obzir elektro-
motornu silu samoindukcije.

48.

Kroz pravolinijski provodnik beskonaéne duzine protite struja promenljive
jagine i(t) = io — At. Na rastojanju d od provodnika (Slika 48) nalazi se
pravougaona strujna kontura dimenzija a X b. Ako je koeficijent samoinduk-
cije ove strujne konture L, a njena otpornost R nadi zakon promene I(t) za
jaéinu struje u konturi.

d
ift)
Slika 48

-——

. . .. wp . . . .o . .
Intenzitet magnetske indukcije B koju daje pravolinijski provodnik sa
strujom na rastojanju @ od provodnika iznosi

B= poi(t)

o2rw

: (1)

—
a sam vektor B mnormalan je na ravan konture, pa je elementaran fluks

do(t) = B.dS koji stvara provodnik sa strujom kroz povrsinu dS = adz,
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u trenutku t

dd = Mdm . (2)

2ra

Integracijom zadnjeg izraza u odgovaraju¢im granicama

) T d
B "";‘—’TQ / =, (3)
d

dobijamo ukupan fluks kroz konturu (koji potice od provodnika sa strujom
i(t)) kao funkciju vremena

®(t) = "";‘;(t) In <1 & %) . (4)

Na osnovu izraza za indukovanu elektromotornu silu £ = —d® /dt imamo
poaA b
= Intl+-) - 5
2w n( " d) (5)
gde smo iskoristili ¢injenicu da je di(t)/dt = —A. lzraz (5) vazi za interval

vremena 0 < t < t; = io/A, tj. samo za yreme dck kroz pravolinijski provod-
nik protice struja. Sada, uzimajuéi u obzir elektromotornu silu samoinduk-

cije, za datu strujnu konturu moZemo napisati Omov zakon u obliku

poaA By iR
ot ln(1+d> 15, =IR. (6)

Dobili smo diferencijalnu jednatinu prvog reda koja se moze resiti razdva-
janjem promenljivih. Resavanjem dobijamo

I(t) = “2":; In (1 + %) {1 _ exp (—%t)] , (7)

gde smo iskoristili potetni uslov 1(0) = 0. Struja I(t) u konturi, menja se
po ovom zakonu do trenutka t; = io/A, kada iznosi

Hig)= ‘;":I‘; i (1 4 %) {1 _ exp (—%;)H : (8)

Posle ovog trenuka tj. zat > ty, imamo da je i(t) = 0 sto znaci da je elektro-
motorna sila koja potice zbog promene struje kroz pravolinijski provodnik




Elektromagnetska indukcija 91

jednaka nuli pa od ovog trenutka u konturi deluje samo elektromotorna sila
samoindukcije —Ldi/dt. Za ovaj interval Omov zakon

dI
L5 = 1R, (9)

I(t) = ’;":}? In (1 & %) [1 — exp (%ﬂ exp (—%t) -

gde smo iskoristili (8) kao pocetni uslov.

Pitanja i komentari

Neka u konturi sa Slike 48 deluje izvor konstantne elektromotorne sile &1
i unutrasnjeg otpora 7. Kako glasi zakon promene I(t) za jacinu struje u
konturi u ovom slucaju?

daje

49.

Od bakarne Zzice preénika d napravljena je ravna, pravougaona kontura
povriine § = XY. Postavljena je u okolini pravog provodnika sa stru-
jom (Slika 49) jacine t. Gtranica Y paralelna je provodniku, a Yo > X.
Okrenimo konturu za 180° oko ose 00’. a) Kolika koli¢ina elektriciteta ¢ je
protekla kroz neki presek zice u toku procesa rotacije? b) Izraéunati ¢ ako
je d = 1 mm, Yo =3cm, X = 1,386cm, Y = 5cm, ii=1TA.

O X

f—

Yo
s Y

%

S s

Slika 49

Neka je pozitivna normala konture usmerena od posmatraca ka ravni
crteza. Za usvojeni smer struje, magnetski fluks kroz povrsinu dS = Ydz
bice

4% = —D(z)dS = —B(z)Yda. (1)



92 Glava cetvrta

Znamo da je B(z) = poi/27x, pa je

M T

d® =

Ukupan fluks nalazimo integracijom

Yo+ X

= —#OZY / -(E:- ; (3)
2n x
Yo
Integral je tabli¢ni i odmah nalazimo
/,L()’lY Yo + X
= - In{———1 - 4
. 27 n( Yo ) )

U novom polozaju, fluks kroz konturu iznosi

v
o =L [, (5)
2T T
Yo—-X

odnosno posle integracije

_ porY ¥y
k= Tor m(n—x)' (6)

Promena magnetskog fluksa Ad = &) — ® iznosi

MoiY Yo + X
2T ln (Yo i X) ' (7)

A =

Posto je em.s. & = —d®/dt i struja u kolu u procesu rotacije 1 = E/R,
protekla koli¢ina clektriciteta je ¢ = [ idt, 8to daje poznati obrazac

Ad (8)

gde je R otpornost kola; nju nalazimo po obrascu za otpornost Zica

Bepr (9)
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Duzina zice je £ = 2(Y + X). Ovde je p specifitna elektricna otpornost Zice.
Smenom relacije (9) u formulu (8) dobijamo

/Lo’iYS (Yg + X)

-— 10
I e v k) X i

b) Za bakar je p = 1,7 107% Qm, pa formula (10) daje ¢ = 61,5 uC.

Pitanja i komentari

E.m.s. samoindukcije ne mora da se uzme u obzir u zadacima ovog tipa.
Primena formule (8) podrazumeva stanja u kojima je indukovana e.m.s. u
konturi jednaka nuli.

Konturu mozemo, otevidno, { translatornim pomeranjem za duzinu X
pribliziti provodniku. Ostaje li ¢ isto i u tom slutaju?

Nadjite Qooo, proteklo naelektrisanje kada konturu sarotiramo za 90°.
Mozete li, u tom slucaju, ukazati na metod da se izmeri magnetska indukcija
oko provodnika? (Uputstvo: Uzeti X < Yoi @ = B(z)XY, pa je AP =
®RQgqo, tj. B(z) =R Qoo0/ XY . Zavrdite racun.)

500

Strujni plast, koji smo poistovetili sa z0Y ravni na Slici 50 nosi struju
poduzne gustine § = iy€s Tznad strujnog plasta, sa centrom u tacki
K(0,0,p), nalazi se kruzna strujna kontura radijusa 7, U superprovodnom
stanju. Na pocetku, ravan konture paralelna je 20y ravni. Onda je kontura,
rotacijom oko tatke K dovedena u 20~ ravan. a) Kolika je jatina struje I u
superprovodnoj konturi? b) Izracunati I ako jer=1lem, iy = 10° A/m, a
koeficijent samoindukcije konture L = 107* H.

z
KO
¥

0

A

()
N

o
\

Slika 50
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a) U blizini strujnog plasta, s gornje strane (z > 0) postoji polje indukcije

B = —%miy €y, 8to smo objasnjavali u sadatku 12. Pri kretanju konture,

indukuje se u njoj struja jacine

d®

[=-% 5 (1)

= -

U superprovodnom stanju, otpornosti nema, R = 0. Ali, to znadi da
mora biti i d®/dt =0, u protivnom bi struja bila beskonacna. Prema tome,
premestanje konture praceno je konzerviranjem fluksa kroz konturu:

®, = const . (2)

Na pocetku, fluks je bio jednak nuli. On mora sadrzati nultu vrednost i na
kraju:
@2 = 0 . (3)

Ovo znaéi da se sopstveni fluks konture <I>'2 i fluks polja strujnog plasta @’2’
medjusobno ponistavaju:

By = By (0, =0 (4)

Znamo da je ,
®,=1LI, (5)

gde je L koeficijent samoindukcije superprovodne konture. Posto je, po mod-
ulu

"

1. 3
@ = mr? 5#0’31 ) (6)

lako nalazimo imajuéi u vidu relacije (4) i (5)

r?

I = uo-fiy- (7)

s
2

b) Izratunavanje brojne vrednosti za struju u konturi daje I~0,2A.

ﬁ)itanja i komentari

Na pocetku je fluks bio ravnomerno raspodeljen po povrsini konture. Na
kraju, to veC nije tako. Ali, ukupni fluks se odrzava, premda dolazi do
preraspodele silnica ukupnog magnetskog polja kroz konturu. Na primer,



Elektromagnetska indukcija 95

prvo je magnetska indukcija u tacki K iznosila By = poiy/2. Na kraju, u toj
tacki imamo indukciju By =By — pol /27, t)-

1 1 17 r?
s Sy ——UgT 8
B 2”0% 2“0 7‘2“0 Lly7 ( )

odnosno posle sredjivanja

1 . T T
By = gpoiy (1 - Swy) - (9)

iy

7.a nage brojne vrednosti, koji je smer indukcije By 7 Moze li uopste rezul-
tantna magnetska indukcija u centru konture promeniti smer posle opisanog
pomeranja?

Na osnovu razrade ovog sadatka pokusajte da se vratite razmatranju
situacije opisane u zadatku 49. Da li je sasvim tacno da opterecenje ¢ ne
zavisi od koeficijenta samoindukcije?
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GLAVA PETA

ENERGIJA MAGNETSKOG POLJA

51.

Superprovodni magnet proizvodi magnetsko polje indukcije B = 5T u rad-
noj zapremini V = 1m?. Izratunati ukupnu magnetsku energiju. Da li je
tacan podatak da bi se tom energijom moglo zagrejati m = 250 kg bakra sa
temperature tp = 0°C do t = 100°C?

Gustina energije magnetskog polja data je poznatim izrazom

1
w:auoqu. (1)

Ako se magnetsko polje formira u vazduhu koji je paramagnetik magnetske
susceptibilnosti £ = 3,81077, mozemo uzeti da je p =~ 1 i stoga

B2

w—%. (2)

Ukupna energija u zapremini V bice W = [, wdV tj.

1
W = — | B*dV. 3
o ) (3)

Za procenu, uzmimo da je B ~ const u datoj zapremini. Stoga je

B2
W~ —V. 4
i (4)
Energetski sadrzaj raste s kvadratom magnetske indukcije i proporcionalan
je radnoj zapremini magneta.

Zamena posebnih vrednosti daje W =~ 107 J. Vidimo da se u radu sa
superprovodnim kalemovima mora ra¢unati na impozantne magnetske en-
ergije.

Da se zagreje masa m za temperaturski interval At mora se obezbediti
energija

Q = mcAt. (5)
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Za bakar je specificna toplota ¢ = 380J/kgK pa je Q@ ~ 0,95107 J, sto je
priblizno rezultatu za magnetsku energiju.

E’itanja i komentarﬂ

Klasi¢ni elektromagneti, pomoc¢u struja od nekoliko desetina ampera,
daju polja velicine do 510°A/m. Polja jac¢a od ovih zovu se superjaka mag-
netska polja.

Konstantna superjaka polja mogu se dobiti dvojako. 1) Solenoidi hlad-
Jeni destilovanom vodom dopustaju struje napajanja od vise stotina am-
pera, te se tako formiraju polja i do 24 10°A/m. 2) Superprovodni solenoidi
(na primer od niobijum-titana ili niobijum-olova) koji rade na temperaturi
tecnog helijuma daju H ~ 1210°A /m.

Impulsna superprovodna polja su znatno veéa, ali kratko traju. Prva
moguénost kreiranja impulsnih magnetskih polja sastoji se u tome da
se kroz kalem, otporan na elektrodinamitke sile, propusta praznjenje iz
baterije kondezatora velikog kapaciteta. U maksimumu, takva polja ce
iéi i do 4010°A/m. Druga se moguénost sastoji u kompresiji magnet-
skog fluksa: impulsno magnetsko polje dovodi se u pogodnom trenutku,
suzavanjem solenoida kumulativnom implozijom, u zapreminu dijametra
nekoliko milimetara i time se kreiraju polja do vrednosti 8 108A/m. Takva
polja traju nekoliko mikrosekundi. Kalem mora izdrzati pritiske i do nekoliko
miliona atmosfera (proverite podatak).

S druge strane, zanimljivo je znati i za primere izvaredno malih mag-
netskih polja. Poznato je da se na nekoliko centimetara od grudi coveka
mogu detektovati karakteristiéna magnetska polja sréane aktivnosti. Ona
su reda velicine 8 107°A/m. Aktivnosti mozga daju H ~ 8 1077A/m. Bez
obzira na ove ekstremno niske vrednosti, danas se prave uspesni magnetokar-
diogrami. Razvija se i magnetoencefalografija. Te perspektivne medicinske
metode pozeljne su kao rana beskontaktna dijagnostika unutrasnjosti orga-
nizma.

Tako, nautne i istrazivatke aktivnosti zahtevaju razvijanje merne i
druge tehnologije za uspesno savladjivanje magnetskih polja u rasponu od
81077A/m do 8 10°A/m (petnaest redova veli¢ine).

52.

Odrediti energiju magnetskog polja, po jedinici duzine, u prostoru oko
beskonaécnog, pravog, tankog provodnika sa strujom jaéine i.
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Jacina magnetskog polja datog provodnika, u tacki na rastojanju r od
provodnika, iznosi (kao §to smo ustanovili u zadatku 1)

maak (1)

2rr

Gustina energije magnetskog polja je na tom mestu

1 2
Iw=§ﬂ‘0H~a (2)

gde je po magnetska konstanta. Ukupna magnetska energija je onda

W:%uo/Hng, (3)

T

gde se integrira po celom prostoru s magnetskim poljem. Posluzimo li se
cilindri¢nim koordinatama, $to je u ovom zadatku prirodno, za element za-
premine (po jedinici duzine) koristi¢emo izraz

dr’ = 2xvdr. (4)

Smenom (1) i (4) u (3) dobijamo energiju po jedinici duzine
2mi?
!
W= llo T / dr. (5)

Vidimo da je energija proporcionalna integralu [ dr/r koji divergira u datim
granicama. Prema tome u zadatku kako smo ga mi ovde formulisali izlazi
da je ukupna magnetska energija po jedinici duZine provodnika (ili mozemo
reéi linijska gustina magnetske energije) beskonacna.

| Pitanja i komentari|

Singularitet » — 0 moZemo eliminisati imaju¢i u vidu kona¢nu de-
bljinu provodnika (okolnost koju smo analizirali u zadatku 10). Ali, teskoc¢u
priéinjava i granica » — co. Vidimo, da se upravo zbog toga suoc¢avamo sa
rezultatom W — oo. Moze li se prihvatiti beskona¢na magnetska energija
kao smislen fizicki rezultat? U cemu je teskoca, zasto se javlja beskonacnost?
Koja vrsta uproséavanja uslova zadatka dovodi do paradoksalnog ishoda?
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Kako reformulisati zadatak s ciljem da se dobije realniji opis fizicke sustine
formiranja magnetske energije u prostoru oko provodnika?

Primetite da sli¢ne teskoce postoje i pri izraéunavanju elektri¢ne energije
oko naelektrisane niti, na primer. Posebno je intrigirajuéi singularitet elek-
tricne energije oko tatkastog naelektrisanja. On je tu u najdubljoj vezi sa
nekim fundamentalnim problemima fizike (klasi¢an pregled te oblasti ¢italac
ée naéi u Fejnmanovim predavanjima iz fizike (Sesta knjiga: elektrodi-
namika; glava 28: elektromagnetska masa)).

53.

Dat je solenoid duzine D, poluprecnika r. a) Proceniti kolika je energija
magnetskog polja W u centralnom delu duzine d = D/2 (Srafirani deo na
Slici 53, skica a). b) Izratunati W ako je D = 20cm i r = 2,5cm. Kroz
solenoid tece struja jacine I = 1 A a namotano je 10 navoja po centimetru
duzine.

a) H

d b) nl 4
%

2r 4+nl \
4 [

|
D D/ D2 X
Slika 53

a) Ako je poznata jaina magnetskog polja u svim tatkama date zaprem-
ine 7 moze se na¢i ukupna magnetska energija u toj zapremini preko integrala
gustine

W:%M/H%m (1)

Ja¢ina magnetskog polja u veoma dugom solenoidu (uzecemo da je nas slucaj
obuhvaéen ovom aproksimacijom) nalazi se pomoc¢u izraza

H = B/po = nl, (2)

gde je n br(_)j I_1av0ja po jedinici duzine solenoida.
Ovo polje je homogeno te imamo prosto za zapreminu

r=nrd, (3)
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i energiju
W= %uo n?I*r?D . (4)

Smenom brojnih vrednosti nalazimo W ~ 1,2107*J.

‘ Pitanja i komentari]

Da procenimo ukupnu energiju u solenoidu, primenimo neku razumnu
aproksimaciju za profil magnetskog polja. Na primer, znamo da je na kra-
jevima H = nlI/2. To daje dobru osnovu da se primeni u prvom koraku
linearna aproksimacija skicirana pod b na Slici 53. Iskoristite izraz (1) da
okonéate potrebna izrac¢unavanja, posto prethodno odredite jednaginu prave
na segmentu od D/4 do D/2 (Resenje: Izrazu (4) treba dodati jod 7/12W;

prema tome, ukupna energija solenoida je Wy, = 1,91074J.)

U stvari, mi ve¢ znamo kako se menja jacina polja po osi solenoida
(zadatak 13). Zanemarujuéi radijalnu varijaciju jacine, taj izraz nam
omogucava da na finiji nacin pristupimo nalaZenju magnetske energije:

D 2
Wﬁgzum) l#ogi/ i ‘ = Blix ridz. (6)
2774 J \/1-*-(10/7‘)2 V14 [(z - D)/r]?
Integral se moze svesti na oblik 7r2D.J;, gde je
i k (p—- 1)k :
J :/ 4 = b dp, 7
: 4 Ii\/1+(kp)2 Vit+[p-1 k]2} ()

novi integral u kojem figuridu skracenice p = /D i k = D/r. Na taj nacin
imamo

1
winem) _ s Wh. (8)

sol

Posto je u nasem zadatku k = 20/2,5 = 8 naéli smo numericki da je J; =
3,17409. Odmah potom izracunavamo W*™ =1,910-*J. Prakti¢no, do-

bija se rezultat kao i malo pre sa linearnom aproksimacijom: Wi:,"m) ~ Wil

54.

Kroz pravi provodnik kruznog poprecnog preseka polupreénika R tece struja
jatine I. a) Odrediti magnetski fluks ® kroz polovinu osnog preseka provod-
nika, na duzini €. b) Izracunati ® ako je I = 10A i ¢ = 10m. c) Odrediti
magnetsku energiju W sadrzanu u zapremini V' = 7 R?{. d) Izracunati W sa
podacima iz tacke b).
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a) Fluks éemo naéi primenjujuéi formulu
G / B, ds . (1)
S
Za elemenat povrsine pogodno je izabrati (Srafirani deo na Slici 54)

I

%

BV,

Slika 54

Na rastojanju r od ose provodnika magnetska indukcija je

I r

Blei= 2rR R’

(3)
(videti zadatak 10). Na taj nacin, za elementarni fluks mozemo pisati

I
B e 4
™ e i (4)

jer je normalna komponenta magnetske indukcije, By, prosto jednaka celoj

veli¢ini B (? idS su kolinearni vektori). Sada, kombinujuéi (4) i (1) imamo

R

_ polt _ ot

<I>—27TR2/rdr_—4ﬂ_I. (5)
0

b) Izratunavanje daje ® = 10~ Wb. Uverite se da je zaista amper X
henri = veber.
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¢) Ukupnu magnetsku energiju cemo traziti polazeéi od formule

W:—l— B*dv. (6)
2H0V

Posto je dV = 2rfrdr a B(r) je odredjeno jednatinom (3), bice

1 I g

Ho 2
W= — =L b r 2nrd dr. 7
Q,uo / (27I’R2) ( )

0

Radi kraceg pisanja uvedimo oznaku Wy = pol?¢/An. Tada je

1
wW=W, [ 3dC. (8)
/

gde je ¢ = r/R . Vrednost integrala je 1/4 . Tako je definitivno
1
W = Z Wo . (9)

d) Tzratunavanje po formuli (9) daje W = 25 pJ.

[ Pitanja i komentari |

Formula (5) pokazuje da ® ne zavisi od poluprecnika cilindra R. Prema
relaciji (9), ni W ne zavisi od R. Postoji li ocevidan fakt da to mora tako
biti?

Ako primenimo formulu ® = LI, a imamo u vidu nasu jednacinu (5),
nalazimo induktivnost provodnika po jedinici duzine L = po/4m. Med-
jutim, ako radimo primenom relacije za sopstvenu energiju struje i koris-
timo nasu relaciju (9), tada je L)Y = po/87. Vidimo, L # LY. Otkuda
razlika? Koji je postupak tacan? (Odgovor: Energetska definicija koefici-
jenta samoindukcije daje tacan rezultat; izratunavanje preko fluksa dobro
je samo za sluéaj beskona¢no tankih provodnika; u suprotnom, nije moguce
jednoznaéno definisati konturu.)

55.

Dugi solenoid (Slika 55) ima N navoja. PovrSina poprecnog preseka
solenoida je § = 7r? a duzina (. a) Izutiti mehanicke sile kad solenoidom
tece struja jacine i. b) Izraunati sile ako je i = 1000A, { = 1m, r = 0,1m
i N = 1000 navoja.



104 Glava peta

oo
%
O

g

Slika 55

a) Pri sporoj deformaciji, rad ponderomotornih sila iznosi

6A=%i2dL. (1)

Induktivnost solenoida izratunava se po formuli (za vakuum)

NZ%§
L = Ko E . (2)

Posmatrajmo prvo moguénost deformacije solenoida samo u odnosu na
parametar £, tj. smatrajuéi da je S =const. Tada je, otevidno

NZS§

Pri tom je rad sila
dA = Fpdl. (4)
Ove relacije odmah daju za poduznu silu
Y. w08
Fp = —5,“012 TR (5)

Ova sila tezi da sabije solenoid.

A sada pretpostavimo da se duzina solenoida ne moZe menjati, tj. da je
u toku deformacije £ =const. Tada ostaje mogucnost da se menja povrsina
poprecnog preseka solenoida, tj. parametar 7. Dobi¢emo

N2
dL = po = ds, (6)

dS = 2rrdr. (7)

Kako je u ovom slucaju
§A = Fpdr, (8)
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lako nalazimo i radijalnu silu
o
F. = mi?p, . (9)
Ona tezi da poveda polupreénik.
b) Procenimo veli¢ine ovih sila:
Fy~210*N, F.~410°N. (10)

Kao $to vidimo, ponderomotorne sile mogu biti i veoma velike.

| Pitanja i komentari |

Kolicnik Fy/$ predstavlja poduzni pritisak p,. Ako je P = 2xr{ povriina
omotaca solenoida, tada je F,./P botni pritisak Pr . Pokazati da je
1
Pe = pr = ‘Q‘MOHZ, (11)

gde je H jacina magnetskog polja solenoida. (H = Ni/t). Pritisci su brojno
Jednaki gustini magnetske energije solenoida.

Pokusajte da formulisete elementarne argumente, zasto su sile bag takve
da teZe da skrate duZinu i povecaju pre¢nik solenoida.

56.

Posmatrajmo Sliku 56. Duz $upljeg cilindra (spoljasnji polupreénik R,
unutrasnji R_) tete struja jagine i. a) Javlja li se pritisak p na zid cilindra,
i kakav? b) Izracunati p ako je i = 1,76 10°A i Ry = 10 cm. Napomenas:
Smatrati da jed = Ry — R_ < R,.

Slika 56

a) Magnetsku indukciju B4 na spoljasnjoj povrsini cilindra naéi éemo
pomocu teoreme o magnetskom naponu

- — - =

(0 (5)
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Linijski integral se uzima po obimu 27 R, a povrdinski po popre¢nom pre-
seku mR2. Ocevidno, simetrija zadatka obezbedjuje da prvi integral lako
nalazimo; vrednost mu je B;2wR,. Takodje, odmah izra¢unavamo i drugi
integral i on je prosto jednak ukupnoj struji cilindra i. Prema tome je

Mot
= ; 2
T (2)

Na sli¢an naéin se uveravamo da je magnetska indukcija na unutrasnjoj
povrsini cilindra, B_, jednaka nuli.

Oznatimo sa i, linijsku gustinu struje i, = i/(27R}). Ako je d?l el-

ement povrsine cilindra, tada je i, d_b?] povrsinski strujni elemenat. On je
jednak zapreminskom strujnom elementu

1dS; = jdV . (3)

Na svaku naelektrisanu cesticu koja utestvuje u formiranju struje deluje
magnetska sila. Ta se sila predaje provodniku kao celini (ona se Cesto zove
Amperova sila ). Magnetsko polje deluje silom i na sam provodnik koji
generise to magnetsko polje. Neka je p zapreminska gustina naelektrisanja.

Na zapreminski elemenat dV deluje sila dF = pi X Bdvi posto je J = pil,
bite d F = 7 X B V. § obsirom na relaciju (3), nalazimo

dF = -[i;x B|d§1==-|zx B |d5;. (4)

Da izbegnemo konfuziju, ovde smo upotrebili oznaku B . To je magnet-
ska indukcija na mestu datog strujnog elementa, koja poti¢e od svih drugih
elemenata. Veoma blizu povrsinske struje (videti zadatak 12) postoji mag-
netska indukcija By = poig/2. Da bi ukupna indukcija zadovoljavala izraz
(2), moramo uzeti da je

g

1—
B =—=B.4.
a8+ (5)

Zamenimo ovaj rezultat u izraz (4); dobijamo za pritisak:

e A
d—sl‘ = —52[ B+ €r. (6)

Ovde je €, ort spoljasnje normale na cilindar. Dakle,
TR .

ST @R -
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Vidimo da na cilindar sa strujom deluje bo¢ni pritisak, usmeren ka osi cilin-
dra.

b) Izratunajmo brojnu vrednost za pritisak p = 0,5107 Pa. Megaam-
perske struje daju znatne pritiske u posmatranom cilindru; oni dosezu dese-
tine i stotine atmosfera.

rPitan ja i komentari I

Pokazite da se formula (7) moZe napisati i u obliku
A

= % "

Ovo je ujedno i poznati izraz za gustinu magnetske energije.

p (8)

Ne odveé strogo rezonujuéi, zadatak smo mogli resavati ovako: cilin-
dar shvatimo kao kontinuirani skup pravih provodnika duZzine L popretnog
preseka (Ry — R_)d{. Jacina struje u jednom od njih je 43 = 4,d¢. Sila
na taj provodnik u nekom srednjem magnetskom polju By, = B4 /2 bice
dF = iy LBy /2. Pritisak je (dF/Ldf) = i,B; /2 §to odmah daje rezultat
(7).

U mnogim i raznovrsnim problemima fizike mora se voditi racuna o pri-
tiscima tipa (8) (na primer ponasanje snopova u jonskoj optici, konfiniranje
praznjenja u fizici plazme i sli¢no).

Kakve pritiske treba ocekivati ako je struja azimutalna, tj. tece po obimu
cilindra? Povezite ovo sa naponima koji se javljaju u solenoidu.

57.

Od izolovane Zice napravljena je opruga duzine /y i poprecnog preseka S,
konstante elasti¢nosti kg. a) Kako ¢e se promeniti osobine opruge ako kroz
nju, kao kroz solenoid sa N navoja, protice struja jacine ¢ ? b) Izracunati
za koliko Ce se izduziti opruga ako se optereti tegom mase m = 0,1kg i ako
je S =3cm?, N =300,7=30A, 4 =30cmiky=20N/m. Uzeti da je
ubrzanje g ~ 10 m/s’.

a) U jednom prethodnom zadatku (videti zadatak 55) objasnili smo da
je poduzna sila kod solenoida sa strujom
1.5 A
Fr=-po ——
£ 2”0 K(Q)
Pretpostavimo da smo oprugu opteretili tegom mase m (Slika 57). Tatku A
napadaju

g (1)
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Slika 57

dve sile suprotnog smera: tezina tega mgi magnetska sila sabijanja solenoida

F ;. Proces elasti¢ne deformacije opisa¢emo na uobi¢ajeni nacin pomocu
Hukovog zakona
mg — Fp = ko(£ — £o) - (2)

Ovu jednaéinu mozemo dovesti na oblik

ko

" T T Fyfmg

(£ = Lo) - (3)

Ovaj izraz mozemo protumaciti kao jednacinu koja opisuje izduzenje obi¢ne
opruge (bez struje) neke konstante elasti¢nosti k :

mg = k(£ — bo) . (4)
Uporedjujuéi jednacine (3) i (4) nalazimo

ko
sy s B 5
1—Fy/mg’ 5)

1 S N#?
- N
k 0/ <1 2#0 e 153 ) (6)

Prema tome, ako masa m izvodi harmonijske oscilacije na opruzi sa strujom,
treba raéunati sa ekvivalentnom elasti¢noséu prema formuli (6).

b) Kada je opruga opteretena tegom mase m, izduZenje Al e iznositi
Al = mg/k, odnosno uzimajuéi u obzir relaciju (6) dobijamo

k

odnosno,

Bl w P iy = ol | (7)

Izra¢unajmo izduzenje. Dobijamo Al ~ 4,2 cm.
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[ Pitanja i komentari |

Zadatak smo resavali pod pretpostavkom da su deformacije male, tj. da
vazi Al < £y. Da li konaéne formule to potvrdjuju?

Ocito, menjajuéi struju (na primer, pomoéu reostata R na Slici 57)
moguce je uticati na vertikalne oscilacije opruge. Moze li se ovim metodom
kontrolisati parametarska rezonancija azimutalnih oscilacija?

58.

a) Nadi koeficijent samoindukcije L kalema duZzine €, povrsine poprecnog
preseka S = 7% i ukupnog broja navoja N, pod uslovom da je £ > r. b)
Izracunati I u vakuumu ako je r = lem, £ = 10ecm i N = 100.

a) MoZemo smatrati da je solenoid vrlo dug, te ¢emo zanemariti efekte
krajeva. Magnetska indukcija u solenoidu je

Ni
B=pw—, (1)

gde je i jacina struje kroz navoje solenoida. Magnetski fluks kroz jedan navo]
iznosi Ni
i
®, = 71'7‘2M07 . (2)
Ukupni fluks ® je N puta veéi. Po definiciji, trazeni koeficijent L iznosi ® /¢,
tj. u vakuumu je

N2
L = porr? Tk (3)
Ako je jos Zica namotana na jezgro magnetske permeabilnosti p, bice
N2
L= pop—5 (4)

Ovo direktno sledi iz definicije permeabilnosti (videti u udzbeniku paragraf

§94).

b) U vakuumu je p = 1, pa imamo L = 47210~°% H. Koeficijent samoin-
dukcije je reda veli¢ine stohiljaditog dela henrija.

rPitanja i komentarﬂ

Pokazite da se ista formula (4) moze primeniti i za izratunavanje koefici-
jenta samoindukcije torusnog namotaja sa N navoja i povr§inom poprecnog

preseka S, a yu je magnetska permeabilnost torusnog jezgra. Tada je ¢ duzina
srednje linije torusa.
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a) , b) L i'zr

‘L.. €Y ¢ —
— ___Z—OL T l ®-B.
2b X 5 R
—\ ! Q G-i
t {
Slika 58

Na Slici 58, skica a, prikazan je koaksijelni kabl kojeg ¢ine dva cilindra
polupreénika a i b (a < b), izmedju njih je vakuum. Ako je unutrasnji cilindar
pun, tj. ako struja tete po celom poprecnom preseku a®7 tada ¢e magnetska
indukcija biti

HotT Mot
Brea =5 3> Brsa = ol (5)

b
Ukupan fluks & = [ B(r)€dr kroz povrsinu osnog preseka glasi
0

. 2 .
poli b
— In| - 6
2ma? 2 T or n(z) 3 1)

a kako je ® = L,li, odavde odmah dobijamo izraz za koeficijent samoinduk-
cije po jedinici duzine u obliku

Lg:zﬁ% [%+ln (%)] . (7)

Ukoliko struja i tece po spoljasnjosti unutrasnjeg cilindra (3to se moZze desiti
ako postoji znatan skin efekat ili ako je unutrasnji cilindar supalj) tada u
srednjoj zagradi izraza (7) treba izostaviti ¢lan koji odgovara 1 /2. Pokazati.

Na skici b Slike 58 prikazan je dvozi¢ni vod, za koga vazi R > 7. Pokazati
da je za ovaj sistem koeficijent samoindukcije po jedinici duzine dat izrazom

5 B I (EJ'—’) . (8)

T

. .. ——> —} -_)‘ ’e . . . e
Uputstvo: ukupnu indukciju B = B+ B naci po principu superpozicije,
a zatim fluks ® racunati samo kroz povrsinu izmedju provodnika, najzad
se posluziti definicijom ® = L,li, za koeficijent samoindukcije po jedinici
duzine.
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59.

Na isto torusno jezgro od magnetika magnetske permeabilnosti y namotana
su dva jednoslojna kalema koji tesno nalezu jedan na drugi (Slika 59). Kalem
K, ima ukupan broj navoja Ny, a kalem K, ima N, navoja. Povrsina
popreénog preseka torusa je § = mr?, a srednja linija torusa je { = 2z it
a) Nadi koeficijent medjusobne indukcije Lys. b) Izratunati Li2 ako je

r:0,5cm,R:5cm,N1:Ng:lOOiuzl.

Slika 59

a) Magnetska indukcija koju daje kalem K; u tatkama kruznice polupre-
¢nika R iznosi )
Niiy

By = pop—;— s (1)

kad kroz taj kalem protice struja jacine é;.Fluks ®q kroz jedan navoj kalema
K, iznosi
Ny
&, = mr? pop —— - (2)

Ukupni fluks kroz kalem K; je N puta veéi. Zato je, po definiciji Li2 =
®1,/11, koeficijent uzajamne indukcije

NN
L1z = popmr? —IZ—Z . (3)

Koeficijent Ly, proporcionalan je proizvodu broja navoja torusnih namotaja.

b) Provedimo ra¢un po formuli (3). Dobijamo Lz = m pH.

[iPitanja, i komentarﬂ

Nadjite i koeficijent medjusobne indukcije Lay = ®,, /i i pokazite na
ovom primeru da vazi Liz = L21. U kojoj meri je ovaj rezultat opsti za
magnetsku spregu kontura procitajte u udzbeniku, dodatak 5.

Rezultat (3) vazi i za dva solenoidna namotaja sa jezgrom (duzina £,
povréina popreénog preseka 5 = mr?). Prema rezultatu prethodnog zadatka
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koeficijent samoindukcije prvog kalema je

Ly = pop Nis ; (4)
a drugog :
Iy = pou 112 (5)
Odavde sledi
LIy = I3,. (6)

U realnim uslovima, bez sugerisanih idealizacija, kada se uzima u obzir rasi-
panje magnetskog fluksa i slicno, uvek se dobija da je L3, < Ly L.

60.

Namotano je N navoja na cilindar visine i s unutrasnjim radijusom R_
1 spoljasnjim R, (Slika 60). Kroz navoje tete struja jaéine i. Magnetska
permeabilnost je p. a) Naéi koeficijent samoindukcije L. b) Izracunati L ako
Je R_=10cm, Ry = 1lem, h=1cm, N = 1000i p = 10.

2R+

Slika 60

Resenje

a) Integrale¢i po krugu polupretnika r (R- < r < Ry) nalazimo po
teoremi o magnetskom naponu

fB(r)d3=u0uNi, (1)
Kako je element putanje ds = rd#, bice
N2
B(r) = pou o (2)
Kroz popretnu povrsinu dS = hdr ova indukcija stvara fluks d®, =
B(r)hdr, a fluks kroz N takvih povrsina je
N?i
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Odavde je ukupni fluks torusnog namotaja

R4
N2ih [ dr N2hi . (R,
Iy 008 mict i 4
® = pop o . Hop ~ o n(R_) (4)
R-
Kako je po definiciji ® = Li, bice
L N2h ; <R+> (5)
= —in|l—=1.
™ R_
trazeni koeficijent samoindukcije.
b) Zamena brojnih vrednosti daje L = 2mH.
rPitanja i komentarﬂ
Uvodjenjem debljine cilindra d = R4 — R_, izraz (5) postaje
h o d
= pops — =1 6
L /Lo/LQWN ln<1+R_> ()
Ako je d € R imamo
S
e 2
L—/LOIU/N o R_ 3 (7)

gde je S = hd povriina popretnog preseka torusa. Primetimo da takodje
aproksimativan izraz (videti zadatak 59)

S
L:uouNQ-Z, (8)

gde je £ = 2m(R_ + d/2) duzina srednje linije torusa, daje nesto manju
vrednost za koeficijent samoindukcije, nego prva aproksimacija (7) tatnog
izraza (6).

U poznatom udzbeniku D. V. Sivuhin, Kurs opste fizike, tom III
Elektromagnetizam, ”Nauka”, Moskva 1977, primetili smo nekorektno
reenje sliénog zadatka (paragraf §68, zadatak 2 na strani 286). Isti zadatak
sa istim reSenjem prenet je i u knjigu grupe autora (redakcija I. A. Jakovl-
jeva) Zbornik zadataka iz op3teg kursa fizike, Elektromagnetizam,
?Nauka”, Moskva 1977 kao zadatak 409 na strani 79. Na slican je natin
neadekvatno i refenje zadatka 410 u toj knjizi.



114 Glava peta

61.

Kroz osu torusnog namotaja pravougaonog poprecnog preseka (videti pretho-
dni zadatak) stavljen je dugi, pravi provodnik sa strujom ¢ (Slika 6la). )
Nati koeficijent medjusobne indukcije L, provodnika i torusnog kalema. b)
Izratunati Lyy ako je Ry = 11cm,d = h = lem, p=10i N = 1000.

d

2R+

h

Slika 61a

a) Magnetska indukcija u tatkama kruga poluprecnika r (s centrom na
osi kalema) iznosi

i
BINW%- (1)

Kroz popre¢nu povrsinu dS; = hdr postoji magnetski fluks d®, = B dJ9;,
a kroz N navoja torusa fluks ddy = NB dSy. Ukupni fluks kroz navoje
torusa je

R4
i dr
N = —Nh | — 2
N Ho o " ) ( )

R_

gdeje R_ = R, - d, unutrasnji polupreénik torusa. Po definiciji je &5 =
Lz 1 pa ée

h R
L12 = HoM gNl’n (R—+) ) (3)

biti izraz za trazeni koeficijent medjusobne indukcije.

b) Za nase brojne vrednosti izratunavamo Liy =2 uH.

lﬁtan ja i komentalﬂ

Mala strujna petlja nalazi se blizu pravog provodnika koji se dalje zatvara
preko polukruga beskonaé¢nog polupretnika (Slika 61b).
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Slika 61b

Nadjite fluks koji stvara petlja kroz povrdinu § (veliki polukrug). Prob-
lem se jako uprogéava ako primenimo teoremu o uzajamnosti (L12 = Logy).

62.

Po krugu 22 +y? = r? tece struja jacine 7. Data je i kontura, koja se podudara
sa krugom 2? + y? = R? (Slika 62). a) Nadi koeficijent uzajamne indukcije
kontura Ly; ako je r < R. b) Izracunati Ly; ako jer=1cmi R =10cm.

Slika 62
a) Trazeni koeficijent uzajamne indukcije bi trebalo izracunavati po for-
muli &
2
Ly = gad (1)
gde je ®; magnetski fluks kojeg stvara struja i kroz povrsinu veée konture

S = 7 R*. Medjutim, magnetsko polje oko manje konture ima slozenu struk-
turu i proratun po formuli za fluks

b, = /Bn ds, (2)
(5)
nije jednostavan.

Obrnuti zadatak, nalazenje koeficijenta uzajamne indukcije Ly, po for-
muli

Lyg = <2 (3)
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gde je ®; magnetski fluks kojeg bi stvarala data struja ¢ kad bi tekla
u spoljasnjoj konturi kroz povrsinu unutrasnje konture §' — 772, bio bi
ocevidno lak. Kako je tada magnetska indukcija By u centru Jednaka p10: /2R
bilo bi prakti¢no

)
@) = 7r? yy— 4
15T ,UOQR, ()
a odavde je
2
T o7
L12:§MOE- (5)

Medjutim, rezultat (5) ujedno je i resenje naseg zadatka. Postoji tzv. teo-
rema uzajamnosti koja uspostavlja vezu

Ly =1Ly, (6)

kao sto je objasnjeno u udzbeniku, dodatak 5. Drugim re¢ima, ne racunajuéi
integral (2) moze se zakljuciti da je priblizno &, = 71240i/2R.
b) Koriste¢i formulu (5) nalazimo Ly, = 27210-10 H. Koeficijent medju-

sobne indukcije je reda veli¢ine nanohenrija.

| Pitanja i komentari |

Teorema uzajamnosti ne vazi u feromagnetskim sredinama. U njima,
recipro¢nost flukseva se ne moze obezbediti posto magnetske permeabilnosti
zavise od jaéina struja u konturama,

Zamislimo da smo iskljuéili struju ¢ u maloj konturi. To bi u provodniku
koji se poklapa sa velikom konturom izazvalo praticanje opteredenja q, kojeg
moZemo meriti balisti¢kim galvanometrom. Pokazite da se iz tih podataka
moze izratunati magnetski moment strujne konture

Pm = mri = 208K ; (7)
Ko

gde je Ry ukupna otpornost kola.

63.

Na kalem duzine ¢ i poprecnog preseka $§; = 3,14cm? gusto je namotana
bakarna zica duzine Ly = 62,8 m. Kroz kalem Je propustena struja jacine
I =0,1A. U ovom kalemu, nalazi se drugi kalem iste duzine alj poprecnog
preseka S = 0,785 cm? tako da se njihove uzduzne ose simetrije poklapaju.
Na drugi kalem gusto je namotana zica ukupne duzine [, = 47,1 m. Odrediti
Jaginu struje I, koju treba propustiti kroz drugi kalem da bi se energija
magnetskog polja u zapremini koju zatvara kalem veceg popreénog preseka
udvostrudila.
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Posto je kalem gusto namotan imamo da Jednom navoju pripada duzina
2rr, gde je r = V/§/m polupreénik kalema. Odavde sled; da su brojevi
namotaja prvog odnosno drugog kalema dati izrazima

Ne — L, [ Ly
1—27r\/51/7r’ 2_271’\/52/71"

Energija magnetskog polja, pre pustanja struje kroz drugi kalem iznosi

(la,b)

1 S
Wi=spoH?sie =22y (2)
2 2
dok, posle propustanja struje kroz drugi kalem imamo da je energija mag-
netskog polja unutar drugog kalema (videti u udzbeniku paragraf §99)

HoSa
Wi 20

(NI} + N2I2 + 2N, NoL L) (3)

gde je treéi ¢lan pozitivan ako su struje u oba kalema isto usmerene dok je
U suprotnom negativan. Pored toga energija u delu zapremine (§; — S2)¢
izmedju dva kalema iznosi

w8y, (4

1
W2” = E/Jon(Sl e Sz)f -

Pa je ukupna energija W, = W3 + W}’ unutar prvog kalema jednaka

S S
W = %N?lf B % (N3 £ 2N\ Ny Iy 1) (5)

Kako po uslovu zadatka treba da bude W, = 2W), koristeéi se izrazima, (2)
1 (5) dolazimo do jednacine

s s s
-“;71fo12 o “"2721\12?13 + %lelfz : (6)

koja posle koriséenja izraza (1la,b) postaje

L%z 2
St —===hh - =g, 7
T s T @)

Posle zamene brojnih vrednosti, dobijena kvadratna jednatina daje I, =
0,082 A za slu¢ajisto usmerenih struja kroz oba kalema dok slu¢aju suprotno
usmerenih struja odgovara resenje [, = 0,216 A.
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| Pitanja i komentari|

Za slutaj ovako postavljenih kalema odrediti koeficijent medjusobne in-
dukcije Lq,.

Naéi rad koji je izvréen pri uspostavljanju struje I5 kroz drugi kalem.

64.

Dva torusna kalema istog polupreénika 7 = 0,2 m namotana su jedan preko
drugog. Kroz pvi torus sa Ny = 1000 navoja protice struja jaéine I} = 1A,
dok droz drugi torus koji ima N, = 2000 navoja protice struja jacine I, =
0,3 A u smeru suprotnom u odnosu na struju ;. Ako je povrsina popreénih
preseka torusa S = 4cm? nadi rad koji je potrebno uloziti da bi se smer
struje I promenio a njen intenzitet udvostruéio.

Energiju magnetskog polja dve strujne konture mozemo dobiti iz izraza
1,1 2 :
W= 513111 + ELZIQ + Loy 1y, (1)

gde su Ly i Ly induktivnosti prve, odnosno druge konture, dok je L;; koefi-
cijent medjusobne indukcije. U treéem ¢lanu izraza (1) stoji pozitivan znak
za slucaj da su struje u konturama orjentisane u istom smeru, dok negativan
znak stoji ako su struje suprotno usmerene.

Za slucaj torusa za koeficijente indukcije imamo

SN2 SN2 SN{N
leLl—, L2=lu0 2 , L12:u, (2a,b,c)
2rr 2rr 2rr

pa za energiju magnetskog polja sistema od dva torusa, pre promene struje
I; imamo

S
Wi = £2 (NPT + NRIE - 2N\ N, T) (3)

dok posle promene struje I; u vrednost 15 = 215, imamo

s
W, = ’Z‘;’r—r (NZI} + 4NZI? + 4NN, L I) . (4)

Razlika energija W; — Wy predstavja trazeni rad A koji treba izvrsiti, tj.
imamo g
A=Wy - Wy =222 3N 4+ 6NNy i )

Tr

; (5)
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sto posle zamene brojnih vrednosti daje A =9,3610-4].
| Pitanja i komentari |

Pod uslovom da se struja I, ne menja naéi struju I koja treba da protice
kroz prvi torus da bi se energija magnetskog polja promenila za vrednost
datu izrazom (5).

65.

U trenutku ¢ = 0 zatvoren je prekidaé P u kolu sa Slike 65 (redna veza
kalema i otpornika). a) Opisati proces narastanja struje 7 u kolu za ¢t > (. b)
Kolika je struja posle Jedne sekunde od zatvaranja prekidaca, ako je £ = 1 V,
R=1QiL=1H"?

Ako je proces kvazistacionaran, a pretpostavicemo da to vazi, mozemo pisati
shodno drugom Kirhofovom pravilu

E:uRJruL:Ri—(—L—) ; (1)

Ova se relacija moze svesti na diferencijalnu jednaginu

g R g
—_ =

TRE ol L 2)
Resenje ove diferencijalne jednagine glasi

i:% [1—exp(--L/LR\J , (3)

kao sto je objasnjeno u udzbeniku, paragraf §95.
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Struja eksponencijalno raste, asimptotski tezeéi vrednosti E/R. Zat <
L/R, porast je u stvari linearan, s nagibom AR

b) Zamena brojnih vrednostj daje i ~ 0.63A. Za vreme od jedne vre-
menske konstante (¢ = L/R) struja je veé dostigla oko 63% konaéne vred-
nosti.

,iitanja i komentaﬂ

Ako se posle vremena T’ otvori prekidag, pokazite da ée za vreme # > T
struja u kolu da opada po zakonu

i T ey (—%) , (4)
sdaie ,
i(T) = % [1 T Gﬁ)] . (5)

Skicirajte ovaj proces.

Po zakonu odrzanja energije, u toku uspostavljanja struje u kolu sa Slike
65 treba da bude

o0 (o]
/Eidt: /Ri2dt+W, (6)
0 0
gde je W nastala magnetska energija oko provodnika. Pokazite da je zaista
L. 8y
W==-L(=] ,
i (%) ™

ako za struju ¢ koristimo rezultat (3), sve u skladu sa izrazom za tzv. sop-
stvenu magnetsku energiju struje.
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66.

Dugi, pravi provodnik ima kruzni presek polupreénika R. Cilindar je
napravljen od homogenog materijala magnetskog permeabiliteta u > 1
(paramagnetik). Konstantna struja ¢ tece duz provodnika, koji je u vakuumu.
a) Kako zavisi magnetska indukcija B od rastojanja r od ose provodnika?
b) Kako zavisi jatina magnetskog polja od radijalne koordinate? Skicirati te
funkcije.

a) Primenimo teoremu o magnetskom naponu
/ﬁ-di:/]-d?. (1)
¢ 5

Posmatrajmo prvo cirkulaciju po spoljasnjoj konturi (r > R), po kruznici £
(Slika 66a).

Slika 66a,

Integral na desnoj strani jednacine Je jatina struje ¢, a H.al= 2w Hdr,
pri ¢emu je H u tackama kruga ¢; konstantna veli¢ina. Zato je

H 2xr=i, (2)
Dakle, '
2
B.sp = pg — .
»R =0 g (3)
(Zar > Ru vakuumu, naravno je yu = i
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Primenimo sada teoremu (1) na konturu ¢, sa Slike 66a. Analognim
postupkom lako éemo naéi da je (uz predostroznost da sada ne ispustimo
magnetski permeabilitet sredine)

ir R
Brep= o 5. (4)

Ukupna struja ir<R U OVOm slu¢aju, je ona struja koja proti¢e unutar kruga
£y, dakle

2’7'<I:i - J 7r7l2 ’ (5)

gde je gustina struje konstanta i iznosi

) = — 6
X TR? (6)
Tako, definitivno imamo
ir .
= . 7
Br<R HoH 27!‘R2 ( )

Na Slici 66b skicirali smo zavisnost B(r) prema relacijama (3) i (7) (kriva B).

Slika 66b

b) Prema relacijama (2)i (7) mozemo pisati i izraze za jatinu magnetskog
polja (premda smo o tome dosta, govorili i u zadatku 10)

i ;
axRr " Hor=—. (8)

Hr(R =

Skica funkcije H(r) data je takodje na Slici 66h (kriva H).

Pitanja i komentari

Funkcija H(7) je neprekidna u tacki r = R. Medjutim, to ne vazi za
indukciju B(r). Da li Je nas rezultat u skladu sa graniénim uslovima?

Kakve modifikacije zahteva analiza provodnika od dijamagnetika?
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U kojem delu postupka smo koristili osobinu simetrije? Da li bismo ovako
Jednostavno odredili i polje, na primer, polucilindra sa strujom?

L . . . . . .oe —+

Ponekad se, u slié¢nim zadacima, koristi teorema o cirkulaciji vektora B,

umesto H. Da li bi takav postupak za izvodjenje formule (7) bio do kraja
korektan?

67.

Disk debljine ¢ i polupreénika » homogeno je namagneéen. Poznat je inten-
zitet magnedenja I, a moze se smatrati da je 7> L. a) Kolika je magnetska
indukcija B u tacki O (centar diska na Slici 67)? b) Izracunati velicinu B
akoje I'=0,1A/mé=1cmir= 10 cm.

ekr

Slika 67

a) Pri homogenom magnecenju, intenzitet magnecenja I jednak je lini-
Jskoj gustini povriinske struje é¢. Jacina struje po obodu diska je onda

i=il =1, (1)

Ovim smo problem sveli na zadatak nalazenja indukcije u centru kruzne
strujne konture, te je (Zadatak 5)

i
B-ﬂOB—HO

STIN

> (2)

gde je D = 2r preénik diska.
b) Poto je D = 20 cm, nalazimo B — 6,281077T.

@tan ja i komentarﬂ

lako mali, odnos ¢/r je konacan, pa bi preciznije bilo tretirati dati disk
kao ograni¢eni solenoid. Mojzete li proceniti gresku koja se ¢ini svodjenjem
solenoida na Jednozavojnu strujnu konturu?
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68.

Duz z-ose postavljen je provodnik sa strujom jacine 7. Poluprostor z > 0
ispunjen je homogenim neprovodnim magnetikom magnetske permeabilnosti
M1, dok je u delu prostora z < () homogeni neprovodni magnetik magnetske
permeabilnosti p, (Slika 68). Odrediti magnetsku indukciju u celom pros-
toru.

Slika 68

Resenje

Jasno je da su linije magnetske indukcije krugovi sa centrom na osi .
Jedan takav krug (k) prikazan Je na slici. Intenzitet magnetske indukcije
zavisi jedino od polupretnika kruga r = /y2 + 22. Oznaéimo sa By mag-
netsku indukciju za z > 0, a sa B, magnetsku indukciju za 2 < 0. Po teoremi
o magnetskom naponu mozemo da pisemo

std.s: / Hyds + / Hids =7. (1)
(k) (2<0) (2>0)
Ovde je Hy = By/popy i Hy = B: /pops. Integraljenje po polukrugovima
daje
By By :
— AT+ — T = Upi. 2
2 231 e )
Grani¢ni uslov na ravni z = ( omogucava da dobijemo vezu

By = B,. (3)

Imajuéi ovo u vidu, iz jednacine (2) nalazimo

Bl = Hello — (4)

gde je
(5)

o /m +1/uy
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| Pitanja i komentari |

Izraz (4) isti je kao za magnetsku indukciju u homogenom magnetikuy
permeabilnosti y = 4,. Lzratunajte p, za kombinaciju vakuum-aluminijum
(,uAl = 1,000021).

Proverite da li za pu; = #2 = p formula (4) daje ispravan rezultat.

Proverite da su odgovarajuée jacine magnetskog polja

2412 24
M1+ py Hy + pg
gde je Ho = i/2xr, jadina magnetskog polja oko pravog provodnika sa stru-

Jjom u vakuumu. Smeju li se sve ove formule koristiti kako za paramagnetike,
tako i za dijamagnetike?

Hy =

H(), H2 = HOa (6)

69.

Dugi cilindar od magnetika permeabilnosti K1 spojen je sa cilindrom od
magnetika permeabilnosti p2 (Slika 69). Duz zajednicke ose postavljen je
provodnik kojim tece struja jacine i. Odrediti ja¢ine magnetskog polja u jed-
nom i drugom delu cilindri¢nog magnetika, kao i odgovarajuca, magnecenja.
Pretpostavlja se da su magnetici homogeni, izotropni i neprovodni.

Tl"

==

Slika 69

Ako bi pravolinijski provodnik sa strujom bio u vakuumu, jaéina mag-
netskog polja bi iznosila '
i

= i (1)

Potpuno isti izraz vazi ako je provodnik u beskonaénom homogenom mag-

netiku. Ima jos jedan slucaj kada formula (1) ostaje na snazi, a to je up-

ravo situacija iz naseg zadatka: homogeni magnetik ispunjava svu Zapreminu

koja je ogranicena povrsinama §to ih obrazuju linije vektora I u vakuumu.
Dakle,

H1:H2=H=—*. (2)
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Za nase magnetike vazi

I=kH. (3)

To znadi da je magnecenje u prvom delu

L =rmH, (4)
a u drugom, na sli¢an naéin
I =k H (5)
gde su
K1=p—1, K2 =pg—1, (6)

magnetske susceptibilnosti materijala. Tako na kraju imamo

) i
L =(m - Dy—s  h=(m- o—. (7)

| Pitanja i komentari |

Pri prelasku iz magnetika 1 u magnetik 2 treba da budu zadovoljeni
grani¢ni uslovi za vektor magnetskog polja. Znamo da su linije sile krugovi
u ravnima koje su paralelne razdvojnoj povrini S sa Slike 69. Jesu li nasi
rezultati saglasni sa graniénim uslovima?

Po grani¢noj povrgini § teku povrsinske struje magneéenja. Linijska
gustina povriinske struje jednaka Jje magneéenju. Na osnovu toga, pokazite
da je

. 7
N —(/n*uz)%, (8)

ukupna linijska gustina povrsinske struje na razdvojnoj povrsini S dva mag-
netika sa Slike 69. Pokazite da je to radijalna struja.

70.

Homogeni, izotropni magnetik cilindri¢nog oblika (Slika 70) homogeno je
namagnecen (/ = |]] =const) u pravcu ose cilindra. Odrediti J1, linijsku
gustinu povrsinske struje magnedenja.
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}
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Slika 70

Posmatrajmo na slici osni presek cilindra. Uotimo pravougaonu konturu
ABCD; stranica AB, duzine X, paralelna je osi , koja se poklapa sa osom
cilindra i nalazi se u magnetiku. Stranica CD nalazi se van magnetika. Cirku-

lacija vektora I duz date konture daée ukupnu povrsinsku struju magnecenja
po duzini X, to je lako uoéiti ako imamo u vidu teoremu o magnetskom

naponu i znamo da je "= ?/uo — I. Dakle,
[&y daéy = HhX. (1)
ABCD

Cirkulacija duz segmenata BC, CD i DA ocito ne doprinosi vrednosti inte-
grala, pa jednacina (1) odmah daje

=1, (2)

! Pitanja i komentaril

Pri homogenom magneéenju struja magneienja je povrsinska struja.
Videti obrazlozenje u udzbeniku, paragraf §103.

Proverite da li su smerovi vektora 7; i I povezani pravilom desnog zavrt-
nja.

: § A

Uotimo graniénu povrsinu 7 izmedju dva magnetika (Slika 71) magnetskih
permeabilnosti pq i py. Blizu tacke T, u prvom magnetiku poznata je mag-

—
netska indukcija By kao i ugao izmedju vektora magnetske indukcije i nor-

male na povrsini (na Slici 71, ugao ay). a) Odrediti 13_2), magnetsku induk-
ciju u sredini dva, u blizini tat¢ke T. b) Izra¢unati odnos intenziteta indukcija

By1/B; i ay (ugao koji zaklapa indukcija —B; sa normalom na povrsinu u tacki
T) ako je a; = 30% i po/py = 2.
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a) Obelezimo sa By, normalnu komponentu inagnetske indukcije E), pri
cemu je
Bln = B1COS Qq . (J.)

Na slican nagin, za tangencijalnu komponentu ée biti

B]t = Bl sin Qg . (2)

Odgovarajuée komponente magnetske indukcije E; obelezimo sa By, i By,.
Grani¢ni uslov za normalne komponente magnetske indukcije daje

B]n = BQn = B’l-COS‘O.’l : (3)

Iz grani¢nog uslova Hyy; = H 1t, za tangencijalne komponente jaéine magnet-
skog polja, nalazimo

By, By sin oy

Hy = (4)
Ho f41 Mo 1
Odavde sada dobijamo
H2 /
Bgt = /lolltgHzt = /,TIBI Sin . (5)

Konaéno izra¢unavamo intenzitet trazene magnetske indukeije

2
B + B2 = B \/cos2a1 + (Z—f) sin®ay . (6)

Magnetska indukcija E’ zaklapa ugao a; sa normalom. Iz formule za ugao

prelamanja linije sile na razdvo Jnoj povrsini nalazimo

B _ i (7)

b

gay Ha

(=
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a odavde

Qs = arctg (& tga1> . (8)
H1

b) Zamena brojnih vrednost; daje ay = 49,10 § By/By = 1,32. Linije
sile se prelamaju ka, normali kad iz sredine dva prelazimo u sredinu jedan.
Intenzitet magnetske indukcije veéi je u sredini dva.

ljitan ja i komentari

Odredite grani¢nu vrednost lim,, ., By. Je li rezultat logi¢an?

Nadjite grani¢nu vrednost limy, o By. Je li rezultat logi¢an?

U slucaju da je p, < }i1, uprostire izraz (6). Skicirajte na osnovy toga
linije sile u magneticima.,

72,

Pravi, dugi cilindar kruznog popretnog preseka, polupreénika R, izrad-
jen od paramagnetskog materijala magnetske permeabilnostj K1, nalazi se
u (neograniéenom) magnetiku magnetskog permeabiliteta M2, pri Cemu je
M1 > p2. Po osi cilindra tece struja jacine 7. Qdrediti magnetsku indukeiju
B u svim tatkama prostora. Skicirati B(r)i H(r) (jatinu magnetskog polja).

da je njena upotreba moguca i u prisustvy magnetika. Koristi¢emo osobiny
simetrije koja je u ovom zadatky ocevidna. Za krug radijusa r < R imaéemo

H2xr=i, (1)

a odavde odmah, buduéi da je B = popuy H, sledi

7
Brcp = Hop1 5— . (2)

Veza tipa (1) vazi i za krug polupreénika r > R. Medjutim, van cilindra, je
B>k = pouy H . (3)
Zato ée biti

)
= —_— 4
Br>R Holt2 D ( )
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Primetimo da je na granici cilindra

1
Be=lm B p= ——
A Bren NONIQ?FR (5)

Priblizavajuéi se granici cilindra sa spoljasnje strane, nalazimo

2
By = Jim B>k = pop, R (6)
Vidimo da je
B_ H1
—==h 7
By i

Sto znaci da funkcija B(r) ima diskontinuitet na granici cilindra. Ta je
osobina prikazana

AN

V|
Slika 72

na Slici 72, kriva B. Na krivoj H, za jacinu magnetskog polja, prekid funkcije
ne postoji, sto Citalac lako moje zakljuéiti iz prilozenih Jednagina.

[iitanja i koment@

a) Skicirati B(r) ako Jje i1 < pp. b) Skicirati B(r) ako je cilindar dija-
magnetic¢an. c¢) Skicirajte B(r) ako je cilindar od paramagnetika, a sredina
dijamagnetiéna.

Zbog tega je magnetska indukcija veéa u cilindry nego u okolnom pros-
toru? (videti Sliku 72)? (U analizi, uzmite u obgjr molekularne struje oko
provodnika sa, strujom i na povrsini cilindra, Uproséenja radi moze se pret-
postaviti da je oko cilindra, vakuum.)
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3.

Oko dugog, pravog provodnika kojim tete struja jacine s nalazi se torus
magnetskog permeabiliteta p > 1. a) Odrediti magnetski napon U,, duz
srednje linije torusa (kruznica ¢ na Slici 73). b) Izraéunati U,, ako jep—1=
2,5107% i r = 5cm, Merenjem je ustanovljeno da magnetska indukcija B
u tatkama kruga ¢ ima vrednost 40 KT. ¢) Kako ¢e se promeniti U, ako
uklonimo torusno Jjezgro?

Slika 73
¢

a) Po definiciji, magnetski napon je cirkulacija vektora Jatine magnetskog
polja duz date putanje ¢ (krug polupreénika r)

Um=fff-d§=fﬁtds. (1)

Ako je struja po osi torusa, simetrija obezbedjuje da je tangencijalna kom-
ponenta jaéine magnetskog polja H; = H =const na kruznici e. Dakle,

2rr
HoHt

U, =2rrH = (2)

b) Ako je B = 40 1T tada je H = B/pop ~ 31,83 A/m pa dobijamo
U, = 10A.

¢) Magnetski napon se nece promeniti. Njegovu vrednost odredjuje jedino
struja u provodniku, ne i molekularne struje magnetika.

@tanja 3 komentaﬂ

Zamislimo da jedno parce torusa nedostaje, da smo ga odstranili. Kako
bi se to odrazilo na magnetski napon? Udaljeni deo supstancije odnosi odgo-

varajuci deo molekularnih struja, $to menja magnetsku idukciju F. Kako je

j; #ouﬁ, Jjasno je da se mora menjati i jacina magnetskog polja. Ipak, to
nece uticati na vrednost magnetskog napona, dok bi se, na primer, cirkulacija
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magnetske indukcije duz putanje ¢ svakako promenila. Cirkulacija vektora,
jadine magnetskog polja odredjena je strujom provodnika koji prodire kroz
povriinu naslonjenu na kruznicu e.

Mogu li se ponudjeni argumenti koristitj j y slucaju da je torus dijamag-
netican? Smemo i generalisati postupak i za materijale kod kojih jep>1
(feromagnetici)?

Kolika je jacina struje u provodniku koji prolazi kroz torus? Mora, li
provodnik prolaziti strogo kroz centar simetrije, da bi sve receno bilo korek-
tno?

740

Dato je torusno jezgro od feromagnetskog materijala, unutrasnjeg polupre-
¢nika r_ i spoljasnjeg polupreénika r+. Oko jezgra je namotan kalem
ukupnog broja navoja N. Na jednom mesty postoji uski procep u feromag-
netiku debljine A (Slika 74). U tom procepu izmerena je jaéina magnetskog
polja Hy kad kroz kalem protice struja jacine i. Kolika je jagina magnetskog
polja u ostalim tatkama, srednjeg polupreénika r — (ry +7_)/27

— A
Slika 74

Po teoremi o magnetskom naponu vazj
fﬁ-d[: Ni, (1)

Integral se izuma Po kruznici polupreénika 7. Vektori jacine mangetskog
— -
polja H i elementa putanje d/ kolinearni sy y svakoj tacki kruznice. Zato je

H-dl'= 0,8 1 ty11, (2)

gde je H, jadina magnetskog polja u procepu a H u ostalim delovima torusa.
Posto je £; = 27r — A j {; = A, nalazimo

(277 — A)H + HoA = Ny | (3)
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a odavde _
i Ni— HOA (4)
T fmr-A
[Eitanja i komentaﬂ
Ako je A < 27r, pokazite da je
Hy
~ 1- 5
H H’UG.C [ Ni/A] ) ( )

gde je H,q. = Ni/(2rr) jadina magnetskog polja u torusu bez jezgra. Vidimo
da H — H,, tek kad A — 0. Za konaéno A govorimo o ograni¢enom
magnetiku u kojem je H < H,,. za veli¢inu koja se opisuje pomocu tzv.
faktora razmagnecenja (videti u udzbeniku paragraf §107).

75.

Valjak od feromagnetskog materijala ima poluprecnik osnove 7 i visinu H.
Pretpostavimo da su magnetski momenti spinova svih elektrona u valjku
uredjeni duz ose valjka. a) Proceniti ukupni spinski magnetski moment
elektrona. b) Izratunati I ako je r = 1em i H = 10 cm.

a) Obelezimo sa n. broj elektrona u kilogramu supstancije. Broj atoma
po lkg iznosi N4/M (Avogadrov broj podeljen molarnom masom). Svaki
atom ima Z elektrona (Z je redni broj atoma). U srednjem na svaki proton
u jezgru dolazi i jedan neutron pa je za procenu dovoljno uzeti Z = 1 i
M = 2kg/kmol, tj.
¢ elektrona

fe = 3 40P = (1)
U valjku ¢e biti N, elektrona, pri cemu je
Ne=n-m, (2)
gde je m masa valjka. Kako Jje masa valjka
m = pr’rH , (3)

gde je p gustina feromagnetika, biée

N.=n.pr*rH. (4)
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Tako definitivno nalazimo
I=Neup=nr*rHpup, (5)

gde je up spinski magnetski moment jednog elcktrona (Borov magneton),
koji iznosi 9,283 10724 Am?.

b) Za procenu, gustina neka iznosi p = 8000 kg/m® (brojka bliska po-
dacima za Fe, Nii Co). Tada je I ~ 700 Am?.

| Pitanja i komentari |

Izracunajte jacinu struje i koja bi tekuéi po kruznici polupreénika
7 = 0,1m davala magnetski moment uporediv sa dobijenim rezultatom.
(Odgovor: i = 2,210 A).

76.

Posmatrajmo veoma dugi cilindar uniformnog popreénog preseka proizvo-
ljnog oblika, od namagneéenog materijala. Magnecenje je homogeno, inten-
ziteta I. Primenom teoreme o magnetskom naponu, pokazati da je magnet-
ska indukcija u cilindru B = yol.

Slika 76

Uzmimo da su se svi strujni momenti elementarnih strujnih kontura u
materijalu cilindra idealno uredili duz pravaca paralelnih osi cilindra. Neka
je S povrsina jedne elementarne strujne konture, a 7 jaina njene struje.
Konture su na Slici 76 predstavljene sa dva kruzica spojena kratkom duZzi.
Koncentraciju kontura obelezimo sa n. Izaberimo konturu integracije u vidu
pravougaonika stranice £ = AB (ona je paralelna osi cilindra) i povratnog
provodnika CD beskona¢no udaljenog. Cirkulacije duz dva popreéna seg-
menta DA i BC konture jednake su i medjusobno se potiru. Magnetsko
polje iscezava za r — oo i stoga zanemarujemo i cirkulaciju po segmentu
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CD. Zbog toga se § _§M . d[redukuje na

4
/bMuzwm. (1)
0

Ovde je N broj elementarnih kontura kroz koje prodire duz ¢ = AB.

Zamislimo cilindar visine ¢ i povrsine poprecnog preseka S. Ocito,
putanja integracije ¢e prodirati kroz sve one konture kojima je centar u
ovom cilindru. Stoga, pri stohasticki rasporedjenim konturama ée bitj

N = nS¢. (2)

Makroskopska magnetska indukcija u materijalu cilindra Jje srednja vrednost

£
%/BMM. 3)
0

Imajuéi u vidu jednatine (1)1 (2), iz definicije (3) nalazimo

B = ponSi. (4)
Uvidjajuéi da je Si = p,, (magnetski moment jedne elementarne strujne
konture) i da je, po definiciji, magnecenje (magnetski moment jedini¢ne za-

premine magnetika)
I= NPm , (5)

nalazimo definitivno iz jednaéine (4)
B = ol (6)
§to je i trebalo dokazati.

[iitan ja i komentarﬂ

U gornjoj analizi zanemaruju se efekti krajeva. Mogao bi se uzeti u obzir
i nagib strujnih momenata kada je

P - dl = py, dlcosd (7)

pri éemu je 6 #£ 00,
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duzine 2D. Po osi solenoida nalazi se gina, od emagnetskog materijala po
kojoj moze da kliz; (prakti¢no bez trenja) mali cilindar (povrsine popretnog
preseka S, duzine I, i gustine p) magnetskog permeabiliteta, #. Na pocetku
cilindar se nalazio blizy ulaza solenoida, onda, ga je magnetska sila, uvlacila

ka centru solenoida j ubrzavala. Procenite kolika ée biti njegova brzina, po
redu velicine, na izlazu iz solenoida.

P

J' =y

,!
; |
i
|

o

Slika 77

Pretpostaviéemo da se materijal cilindra homogeno magneti. Linijska,
gustina povrsinske struje j, jednaka je magnecenju 1. Iskoristimo poz-
hatu vezu izmedju magnecenja i jacine magnetskog polja u izotropnim mag-
neticima, [ = (k= 1)H; pritom Jje magnetska, indukcija B = HopH . Mag-
netski moment cilindra Py, je, po definiciji, proizvod povrsinske struje ; i
povrsine poprecnog preseka S j posto je i = j, I, biée

=1V, (1)
gde je V zapremina cilindra (V = L.§ ), ili
n—=1

P i — B 2

T o @
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Za procenu, gradijent polja solenoida duz ose je priblizno

AB B,
wo— O —— 4
Az 2D (4)

(videti zadatak 13) gde je By magnetska indukcija u centru solenoida, Mnogo
talnija procena bi zahtevala da uzmemo u obzir i Sirinu solenoida, j tacan
polozaj tela, §to éemo izbedi.

Za vreme dt sila F promenice brzinu cilindra za dv, te je prema zakonima

mehanike
/F(t)dt " m/dv. (5)

Ucini¢emo jos neka uproSéenja. Neka je proces ubrzavanja tekao kratko,
neko vreme At, a da je za to vreme sila bila uglavnom konstantna i data
izrazom F = P, B, /2D. U tom slucaju ¢e krajnja brzina vo biti, prema
relaciji (5) o
FAt By At
S P 3 (6)
Takodje, po redu veli¢ine je

At = (7)

Za masu cilindra mozemo pisati m = pV, Stoga, prema jednaéinama (2) i
(7), iz veze (6) nastaje

D
(%) '

Lo, ®)

| Pitanja i komentari

Uredjaj koji bi se Mogao napraviti na principima iznetim gy ovom zadatku
ponekad se naziva elektropuska.

Da opravdamo nasu aproksimaciju (6), mozemo zamislitj da se solenoid
napaja kratkim strujnim impulsom koji se anulira otprilike kad tane (cilin-
dar) stigne u oblast homogenog polja. (Kad bi struja i posle toga tekla, to bi

bilo kontraproduktivno - magnetsko polje bi pocelo da zaustavlja pokretno
telo.)

Pomoéu dimenzione analize pokazite da ako mora bitj
2 T ns t
Yo ~ toBgp” (9)

gde su 7,s, i t neki racionaln; brojevi, tada je r = —l,8=2it=—-1u
skladu sa relacijom (8).
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Primetimo da je pv3 mera gustine kineticke energije pokretnog cilindra.
S druge strane, znamo da je B3 /2y gustina magnetske energije u solenoidu.
Dali je u tom svetlu logican nas rezultat (8)? Po zakonu odrZzanja energije,
koja bi bila maksimalno moguca brzina cilindra?

Nasa analiza podrazumeva da je
lim vo(p) = 0. (10)
w—1

Kojim argumentima opravdavate ovaj rezultat?

Sme li se koristiti isti postupak i za cilindar od feromagnetskog materi-
jala?

Procenite brzinu gvozdenog taneta (p = 7800 kg/ms) u polju indukcije
B =1T. (Odgovor: vg ~ 10m/s.)

Kako objasnjavate da kvalitativna formula za brzinu (8) ne zavisi eksplic-
itno od dimenzija cilindra?

78.

Mala metalna kugla gustine p i polupre¢nika r (Slika 78) nalazi se na osi
kruzne strujne konture radijusa R kojom tece struja i = /21, scos(wt). a)
Kolika je efektivna vrednost struje I.ss ako kugla levitira na visini h? b)
Izracunati I. sy ako je r = 0,5cm, R = 2,5cm, p = 8g/cm3, h=0,5cm i
w = 27400 kHz.

X:#ZF

7@

Slika 78

Zbog skin-efekta, vremenski promenljivo magnetsko polje ne prodire
znatajnije u unutrasnjost kugle. To znaci da je magnetski fluks kroz presek
sfere (§ = 77?) jednak nuli. U sustini, struje indukovane u povrsinskom
sloju kugle ponistavaju dejstvo strujne konture. Priblizno, ovaj fenomen
¢emo opisati relacijom @ yontura = Prugia, koja implicira

H, 7’ = %@-mﬂ ; (1)
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Ovde je H, jagina magnetskog polja kojeg stvara strujna kontura na mestu
kugle, a igygq je ukupna jacina povrsinske struje na kugli, koju moZemo
zamisliti kao prstenastu struju u ekvatorijalnoj ravni kugle. Dakle,

fhugia = 2r8, . (2)
Strujni momenat kugle je onda py = trugia 7r?, odnosno
Pm = —2n7°H, E, . (3)
Ovde je €, ort z-ose. Nama je poznat rezultat (videti zadatak 6)

— 75 2 t
B, = V2l R COZ(/‘;’)é;. (4)
2R + 22)

Primenimo sada formulu za silu u nehomogenom magnetskom polju

d M H,) .
=Pm Laoz—)' €z - (5)
Posto je
dH, 3 z cos(wt)
= —22I,;sR? ————, 6
dz 2\/_ I (R? + 22)5/2 (6)
izraz za silu dobija oblik
- 3 z cos? (wt)
F = Zporr®R* 217 €, 7
2“0 ff(R2+z2)4 z ( )
Uzeéemo srednju vrednost ?sr u toku jednog perioda T' = 27 /w:
T I § 3pdor2 od .
FST—2[1,07TT R QIeff(_}zZ—_{_—;ﬂ—)‘tiez. (8)
Pri z = h teZina 6 kugle uravnotezava silu Fsr, pri cemu je
oy 4 o
G = —p§7rT3g & s 9)

gde je g ubrzanje zemljine teze. Uslov ravnoteze je zadovoljen kada je

8 pg R? h2 1!
Ieffz\/§%7[1+ﬁ-2- . (10)
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Ova efektivna vrednost struje obezbedjuje leviteciju kuglice nad konturom,
na visini h.

b) Izvrsimo izracunavanja. Polazedi od forraule (10) dobijamo Iy =

2252 A.

| Pitanja i komentaril

Pod elektromagnetskom levitacijom se podrazumeva lebdenje tela izaz-
vano vertikalnom silom koju metalno telo ose¢a kad se nadje u naizmeniénom
magnetskom polju, kao §to je to bio slucaj u ovem zadatku.

Efektivna dubina prodiranja magnetskog polja u materijal kugle ocenjuje
se pomocu formule (videti u udzbeniku paragraf §134)

Al T (11)
WHo

gde je p specificna elektri¢na otpornost (za bakar, pc, = 1,71078 m).
U naSem slucaju je § = 0,1 mm, pa je opravdana pretpostavka koju smo
koristili na pocetku, da je § < 1.

Ako bismo uzeli da kontura ima N navoja, onda bi bilo

8 pg R? h21*
NIeffz\/gy—OT[Hﬁ , (12)

pa bi telo levitiralo uz manje jacine struje. Na primer, pri N = 10 bilo bi
lory = 225,2A,

Uspesni 8kolski demonstracioni eksperimenti sa levitacijom tela mogu
se izvoditi i pomoéu priruénih kalemova, na primer sa transformatorskim
namotajima.

79.

Po kruznoj konturi tece naizmeni¢na struja jatine ¢ = Ipcos(wt). Radijus
konture je R. U blizini konture, na njenoj osi, nalazi se metalna kugla
poluprecnika r. @) Proceniti promenu koeficijenta samoindukcije AL nastalu

prisustvom metalne kugle. b) Izratunati AL ako je R = 2107 2m, r =
1072m i z < r (Slika 79).
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Slika 79

a) U zadatku 78 nagli smo izraz za srednju silu odbijanja kugle

— 3 T

Fo = porr® R} ————— €. 1
sr 411'0 0 (R2 +$2)4 T ( )

Iskoristi¢emo sada izraz koji odredjuje rad ponderomotornih sila u sistemu,

pri konstantnoj vrednosti amplitude Iy, a koji sledi iz zakona odrzanja en-

ergije (videti udzbenik, paragraf §101)

1
5A::§15de. (2)
Posto je Ios; = Io/V2 i
6A = F,,.dz, (3)
bice AF
Al / LS (4)
IO
Smenom (1) u (4) dobijamo
AL=3 nr3R4/—L—dz. 5
Ho (R2 & 1122)4 ( )
xr

Integral se lako reSava smenom t = R? + 22. Tada je zdz = dt/2 i integral

prelazi u
o0

L@t 1o
-] —==1".
i

Prema tome, shodno relaciji (5), nalazimo

s pomre R
2(R? + 32)

(7)
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Ocevidno, prisustvo metala oko konture moze prili¢no da menja induktivnost
konture.

b) Izratunajmo promenu koeficijenta induktivnosti. Dobijamo AL =
4,9nH.

u)itanja i komentaﬁl

U literaturi se moze naéi podatak (na primer, n knjizi . E. Tamm, Funda-
mentals of the Theory of Electricity, Mir Publishers, Moscow 1979,
p. 407) da je koeficijent samoindukcije kruzne strujne konture

3= R{uo [m (%) Ey 2] + %“"} : (8)

gde je d debljina Zice. Za procenu uzmimo da Jed =21072m. Onda nalazimo
L~6,610"°H. (9)

Vidimo da je AL desetak procenata od vrednosti koeficijenta samoindukcije;
blizina kugle zaista bitno menja induktivnost u sistemu. Ovaj je efekat u
osnovi rada mnogih detektora metala (na primer, oruzja) koji se primenjuju
u sistemu kontrole bezbednosti u saobracaju, na skupovima i sl. Promena
induktivnosti se moze, pomoéu elektronskih uredjaja, transformisati u adek-
vatan, lako prepoznatljiv signal (zvucni ili svetlosni).
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GLAVA SEDMA

MAKSVELOVA TEORIJA

80.

Horizontalni aluminijumski disk pri¢vrséen je za vertikalnu cev od istog ma-
terijala. Stalni magnet NS fiksiran je za disk (Slika 80). Osa magneta sece
osu cevi. Sistem moze da rotira oko vertikalne ose cevi. MozZe li struja jacine
t, koja tece provodnikom koji je postavljen u aluminijumsku cev, izazvati
rotaciju sistema?

Slika 80
Posluzimo se pojmom jacine magnetskog pola m za stalni magnet. Po

definiciji, na pol deluje sila u spoljasnjem magnetskom polju indukcije B po
formuli (o formalnoj teoriji magnetizma videti u udzbeniku paragraf §113)

—

F=mB. (1)

To znaéi da na juzni pol S u konfiguraciji sa Slike 80 deluje sila usmerena
suprotno kretanju kazaljke na satu, intenziteta

Fs = mB(ry). (2)

Ovde je r; rastojanje pola od provodnika sa strujom, a B(ry) magnetska
indukcija na mestu pola, koju stvara struja i. Na slican naéin, na severni
pol N deluje sila

Fy = mB(rp), (3)

ali je ona suprotno usmerena, poklapa se sa smerom kazaljke na satu. Nad-
Jimo ukupni momenat sile. Biée

M = mryB(ry) — mryB(ry) . (4)
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Znamo da izracunamo magnetsku indukciju oko pravog provodnika sa stru-
jom i '
i 7
B(r1) = o B(r2) = po (5)
Odmah vidimo da je ryB(ry) = r3B(r2) te je stoga M = 0. Posmatrani
sistem nece zarotirati.

2rry’ 2mry

| Pitanja i komentari |

Menja li sta situaciju ako polovi promene mesta?

Kada bi se u eksperimentu rotacija mogla opaziti, to bi znacilo da valja
posumnjati u Bio-Savar-Laplasov zakon

po 140 X 7
Z; ) ¢ (6)

B =

(Zasto?) S te tacke gledista, na opisani opit se moze gledati kao na magnet-
sku analogiju opita Kevendisovog tipa (videti u udzbeniku paragraf §28).

Zanimljiva proSirenu analizu ovih ideja ¢italac moZe naéi u ¢lanku
Milton O. Peach and Leland K. Shirely, What Ampadre could have done:
A simple demonstration of the Biot-Savart and magnetic force
laws, Am. J. Phys. 50(5), May 1982.

81.

Metalna zica fiksirana je po obodu plasti¢nog diska. Po toj konturi tece
struja jacine ¢. Disk ima samo jedan stepen slobode kretanja: mozZe rotirati
oko vertikalne ose OO’ (Slika 81). Kakvim magnetskim poljem je mogudée
disk zarotirati?

Slika 81
Disk sa strujom po obodu ce zarotirati ako se javi tangencijalna kom-

ponenta sile df’)t , na strujni elemenat ¢d¢, pa se formira moment sile
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dM = 7 x d?t. To bi bilo ostvarljivo ako imamo takvo magnetsko polje da

je za datu magnetsku indukciju B na mestu strujnog elementa,
F . idl 0. (1)
Ali, posto je u opstem slutaju proizvoljnog magnetskog polja

dF =idf'x B , (2)

-

i posto je u vektorskoj analizi poznat rezultat (@ x b) - @ = 0 vidimo da ¢e,

zbog fakta

(d[xﬁ’)-dé':o, (3)

biti
dF -idl =0, (4)

Sto je u kontradikciji sa relacijom (1). Dakle, ma kako formirali okolno
magnetsko polje i ma kakvo to polje bilo, disk ¢e mirovati. To pokazuju svi
dosadagnji opiti. Protivan ishod znacio bi obaranje postulata (2).

| Pitanja i komentari |

Ovaj zadatak (kao i dva druga, pod brojevima 80 i 82) iznosi jednu od
osnovnih ideja i eksperimenalnih zamisli kojih su morali biti svesni klasici
elektromagnetizma, pre svih Amper i Maksvel, u periodu formiranja uéenja
o fundamentalnim zakonitostima elektri¢nog i magnetskog polja u nepokret-
nim sredinama.

82.

Posmatrajmo pravi vertikalni provodnik sa strujom jacine 3. Izmedju tacaka
1i 2 (Slika 82) prikljucen je drugi provodnik pomoéu klizajuéih kontakata
Ky i K3, te deo 1p2 moze slobodno da rotira oko vertikalne ose 00; koja
se poklapa sa vertkalnim provodnikom. U &voru 1 struja se grana (¢ =
i12 + t1p2). Izborom duZine savijenog provodnika kao i izborom materijala
od kojega je napravljen, moZe se menjati odnos iy,,/i. Moze li se za bilo koji
odnos te dve struje dogoditi da primetimo rotaciju savijenog provodnika oko
ose 00,7 Savijeni provodnik lezi u ravni crteza.
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Slika 82
Uoéimo jedan strujni element id{ savijenog provodnika. Na tom mestu

daje pravi provodnik magnetsko polje indukcije 73), takvo da je

idl- B =0. (1)
Na taj element deluje sila
— = e
dV =idl x B . (2)
Odavde odmah proizilazi da je
df-ﬁ:i(d[xﬁ)-?. (3)

Ali je desna strana ove relacije uvek jednaka nui (budu¢i da je - kao sto se
ué u vektorskoj analizi - mesoviti vektorski proizvod uvek jednak nuli ako
su dva vektora identi¢na). Tako zakljucujemo da je

iv-J =9 (4)

Ovo znaéi da ne postoji komponenta sile dF B paralelna indukciji F 3 Tako,

-
nema ni momenta sile 7 X d F' g koji bi mogao izazvati rotaciju u sistemu.

rPitanja i komenta,rﬂ

Cinjenica da do danas ne znamo za opit koji bi pokazao da je moguéa
rotacija pod opisanim uslovima potvrdjuje relaciju za silu u obliku {2 U
suprotnom, taj postulat bi bio doveden u sumnju.

83.

a) U knjigama iz elektromagnetike se istice da je manifestacija magnetskog

polja &isto relativisticki efekt. Objasniti. b) Takodje, kaze se da je magneti-
zam u celosti kvantni efekt. Objasniti.
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a) Posmatrajmo neko naelektrisanje ¢ u referentnom sistemu S u kojem
ono miruje. U tom sistemu postoji samo elektri¢no polje. U drugom nekom
inercijalnom sistemu S’, koji se krece brzinom v u odnosu na sistem S, javilo
bi se i magnetsko polje shodno transformacionim formulama

' g 0+ vE,/co? q - 0—vEy/co?

S AR

Ako bi fizitka realnost u sustini bila galilejevske prirode, nerelativisticka, tj.
ako bi brzina svetlosti bila neogranicena veli¢ina, ove jednacine bi u stvari
tvrdile da magnetskog polja uopste i nema (B, = B; = B, = 0). Ovo vaii
pod uslovom da je ta¢no dana$nje stanoviste fizike o nepostojanju magnet-
skih opterecenja u Prirodi. Tako, magnetizam je relativisticka manifestacija
i to je fizicka ¢injenica univerzalnog karaktera.

Magnetsko polje oko metalnog provodnika sa strujom formira se kretan-
jem ogromnog broja slobodnih elektrona (procenjuje se da je njihova kon-
centracija 102 m~3), pa iako im je pokretljivost mala (oko 5107* m?/Vs)
sumarni efekat je sasvim uocljiv. To magnetsko polje je i relativno lako
merljivo, buduéi da elektri¢no polje skoro sasvim odsustvuje (delovanje neg-
ativnih elektrona praktitno je u celosti kompenzovano protivdejstvom poz-
itivnih protona). Uostalom mi smo veé imali jednu procenu elektri¢nih i
magnetskih efekata u zadatku 18. ”Skoro celovita kompenzacija elektri¢nih
opterecenja dopustila je fizicarima da izuce relativisticke efekte (tj. mag-
netizam) i otkriju pravilne zakone. To je uzrok da posle formiranja teorije
relativnosti nije bilo neophodno prepravljanje zakona elektromagnetizma, za
razliku od Njutnovih zakona mehanike.” (Reci I. E. Irodova u knjizi Osnovni
zakoni elektromagnetizma, Moskva 1983).

b) Kvant magnetskog momenta, Borov magneton pp, iznosi

e h
BB = ar &
Mada ima izvanredno malu vrednost ug = 9,2831072* Am?, on je jedna
od fundamentalnih karakteristika u mikrosvetu, sli¢cno masi i naelektrisanju.
Vidimo da je Borov magneton proporcionalan Plankovoj konstanti A. Znamo
da opisivanje pojava u duhu klasi¢ne fizike podrazumeva grani¢ni prelaz
h — 0. (Na primer, Plankova formula zra¢enja apsolutno crnog tela prelazi
u Rejli-DZinsovu formulu kada A — 0.) Ali to znati da, tada, uzimamo da
je takodje up iscezavajuée malo (up — 0), tj. u osnovi negiramo izvor bilo
kakvog magnetizma. U klasi¢noj fizici je magnetizam principijelno negiran.
S druge strane, posto je magnetizam eksperimentalni fakt, njegova priroda
je iskljucivo kvantna.



148 Glava sedma

Do kraja konzistentno, u klasiénoj fizici se ne moze sti¢i ni do pojma
dijamagnetizma, ni do pojma paramagnetizma. Na datoj temperaturi pos-
toji unikatno ravnotezno stanje nekog fizickog sistema (na primer, skupa
molekula u nekom sudu) na koje ne moze uticati spoljasnje magnetsko polje.
Magnetskim poljem mogu se inicirati procesi koji vode dija- ili paramagne-
tizmu, ali proces relaksacije sistema, u doslednoj klasi¢noj slici, vodi¢e formi-
ranju ravnoteznog stanja koje nece "pamtiti” bilo kakav uticaj magnetskog
polja. Jedino kvantna teorija moze dosledno objasniti eksperimentalne fakte
vezane za magnetizam.

84.

Elektromagnet se napaja vremenski promenljivom strujom. Polovi su kruzni,
poluprecnika d. Pretpostavimo da strogo izmedju polova deluje magnetsko

polje indukcije ﬁ), a da ono u okolnom prostoru ne postoji. U magnetsko
polje smo ubacili Zicanu konturu polupreénika » koju silnice presecaju pod
pravim uglom (Slika 84a). a) Odrediti jacinu elektri¢nog polja u konturi za
r < d. b) Odrediti polje i za r > d. ¢) Odrediti jatinu elektriéne struje ¢ u
konturi ako je ukupna otpornost kola R. d) Izracunati z akoje r = d = 5em,
R=1Q1dB/dt=100T/s.

L
) B

o) e

ya |
O
<7 L

Slika 84a

a) Posto je promenljiva struja napajanja elektromagneta, indukcija B i
fluks kroz konturu ® zavise od vremena. Po Maksvelovom zakonu u konturi
deluje e.m.s.

do

g:——d}—. (1)

. . . Pk . . v
Solenoidno elektri¢no polje E povezano je sa e.m.s. na poznati naéin:

E:]{Etdf. (2)
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Integrali se po zatvorenoj kruznoj konturi i kako se linija sile elektricnog
polja poklapa sa tom kruznicom, bi¢e E; = E. Uz to, £ ima istu vrednost
u svim tackama kruznice. Prema tome je

]f E,dt = 22rE (3)
Uzeéemo jos u obzir da je
do , dB
i o) b 4
lsadlh (4)
da bismo definitivno imalj
r dB
Er<d = 5 T . (5)

(Ispustili smo znak minus, koji jedino govori o smeru elektricnog polja.)

b) Ako kontura obuhvata prostor s magnetskim poljem a sama se nalazj
izvan magnetskog polja, tj. kad je, po nasim pretpostavkama, r > d, biée

dB
- e el
€ =2nrE = nd e (6)
Odavde dobijamo
d* dB

¢) Za jaginu struje nalazimo

Zar < d , bilo bi ;

i= s 2rr E, ey, (9)
azar>dje

£ % 2rr Epny . (10)

d) Relacija (9) (naravno i (10)

lﬂtanja i komentm

Zanimljivo je skicirati jacinu elektri¢nog polja prema jedna¢inama, (5) i
(7) (Slika 84b). Polje linearno raste u oblasti 0 < r < d, dakle tamo gde je

N—

, dace i = 785 mA.
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B # 0, a onda opada po inverznom zakonu za r > d. Formalno, kriva lici
na grafik magnetske indukcije koju daje strujni provodnik konacne debljine.
Onako kako struja formira magnetsko polje oko sebe, tako i magnetska in-
dukcija formira elektri¢no polje u prostoru. Promenljivo magnetsko

Slika 84b

polje u stanju je da kreira elektri¢no polje i u oblasti gde je B =0, bas kao
$to struja daje magnetsko polje i u tatkama gde je = 0.

85.

Primar transformatora ima N; = 500 navoja motanih na torusnom jez-
gru kruznog popreénog preseka (Slika 85) povrsine 5 = 10~2m?. Duzina
srednje linije torusa je 7/2m. Sekundar ima Ny = 10* navoja motanih
tesno na primarni kalem, koji ima omsku otpornost » = 0,5%Q. Sekundar
je u tzv. praznom hodu. Kad se primar prikljuéi na izvor naizmenicnog
napona kruzne ucestanosti w = 314s™!, efektivna vrednost struje u primaru
je I;; = 1,4 A. a) Odrediti koeficijent samoindukcije primara. b) Odrediti
Usm, maksimalnu vrednost napona sekundara. Magnetska permeabilnost je

w=25.

Slika 85

a) Koeficijent samoindukcije potrazimo preko odgovarajuce formule za
torusni namotaj
N}S
leuou%:o,om. (1)

b) Po Omovom zakonu za naizmeni¢nu struju (videti udzbenik, paragraf
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§220) vaziée
2
Uln = (V2Lpy) [ +0713] (2)

pa je Uy ~ 31 V. Kako je kod transformatora (videti udzbenik, paragraf
§133)

Uim Ny
— = — 3
U N ®
za napon u sekundaru nalazimo
N,
U2m e E Ulm ’ (4)

ili brojcano Us,, = 620 V.

| Pitanja i komentari |

Koja uproséenja i idealizacije omogucuju da upotrebimo formule (2) i

(3)7

86.

Kad u Maksvelovim jedna¢inama ne bi postojala struja pomeraja, bila bi
narusena i jednacina kontinuiteta. Pokazati.

Posmatrajmo Maksvelovu jednacinu
divD = P (1)

Uzimajuéi parcijalni izvod po vremenu, dobijamo

0 (. = dp
E(de) e s (2)
Iz Maksvelove jednaéine
—
rot H = 7+ Q(?% . (3)

primenom operatora divergencije dobijamo

div(rot H ) = divj + %divﬁ . (4)
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Kako je (uvek) divergencija rotora nekog vektora jednaka nuli, bice
- 0
divy = —adivﬁ : (5)
Smenom jednacine (2) u (5) nalazimo definitivno

. 3/’
divy = 5 (6)

a to je poznata jednacina kontinuiteta (videti u udzbeniku paragraf §54).

Ako bi struja pomeraja (tj. parcijalni izvod po vremenu elektri¢nog
pomeraja) bila jednaka nuli u principu, tada bi taj ¢lan nedostajao u
jednagini (3), samim tim ne bi se definitivno pojavio ni parcijalni izvod
po vremenu prostorne gustine naelektrisanja; jednaéina (5) bi tada prosto
tvrdila da je divergencija gustine struje Jednaka nuli u svakom slu¢aju, sto
opovrgavaju eksperimentalni fakti i celokupno iskustvo elektromagnetizma.

u)itanja i komentari ]

Koje matematitke pretpostavke dopustaju promenu redosleda parci-
Jalnog diferenciranja po vremenu i po koordinatama i gde su u nasem izvod-
jenju takve predostroznosti neophodne?

87.

U sfernom koordinatnom sistemu (7,¢,60) posmatrajmo magnetsko polje in-
- =) — .. v v . . . .
dukcije B = B,€,.. Na koji na¢in mozemo kreirati magnetsko polje koje

zadovoljava sledeéa dva uslova;: a) T ne zavisi od ugaonih koordinata ¢ i 6;
b) B je rastuéa pozitivna funkcija radijalne koordinate r?

Napisimo izraz za divergenciju magnetske indukcije u sfernim koordi-
natama

W EAE Y BN 1 d 0 i
divB = 75, (r*B,) + oo 5 [£B¢ - %(Bg 81110)] A (1)

Kako po uslovu zadatka pod a) mozemo odbaciti parcijalne izvode powid,
prethodni se izraz svodi na

_—}_1 d 2
div B s (#*B.) . (2)
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Kako je

d dB,
:17 (’I‘2BT) = (27’Br + 7‘2 ?) ’ (3)

a po uslovu b) je dB,./dr > 0, vidimo da se desna strana relacije (2) ne moze
anulirati, tj.
divE #0. (4)
Ali je ovaj zahtev suprotan Maksvelovoj jednaéini divB = o. Dobijena
kontradikcija pokazuje da nije moguée realizovati sferno-simetriéno i rastuée
magnetsko polje, tj. idealnu magnetsku bocu (u terminima fizike jonizovanog
gasa).
—* .o
Maksvelova jednatina div B = 0 dopusta da uvedemo vektorsku funkeiju
A shodno zahtevu da je B = ot A. Povremeno su se vodile diskusije na
temu ima li velicina A samostalnu fizicku sustinu ili je ona samo pomoéna
— —
matematicka veli¢ina. Posto je van torusa B = 0 a A # 0, postavljaju se
opiti tzv. Bohm-Aharonovog tipa u kojima se zeli pokazati da velicina A

moze uticati na ishod opita i tamo gde je inace B =0,

| Pitanja i komentari |

U nastojanju da realizuju kontrolisanu termonuklearnu fuziju, fizicari
pokusavaju, izmedju ostalog, da konfiniraju toplu plazmu jakim magnet-
skim poljima. Teorija pokazuje da bi u tom smislu bila pozeljna magnetska
polja koja zadovoljavaju tzv. princip minimuma B. U ovom zadatku smo
(u osnovnim crtama) pokazali da se taj princip egzaktno ne moze realizo-
vati. Postoje priblizna resenja. Na Slici 87 vidimo konfiguraciju koju je
svojevremeno predlozio sovijetski fizicar M. Jofe. Magnetsko polje se kreira
pomocu dva kalema i Sest pravolinijskih provodnika. Provodnici su smesteni
simetriéno u odnosu na osu koja prolazi kroz centre kalemova. Struje u
susednim provodnicima imaju suprotan smer. Kao rezultat superpozicije
polja formira se rezultantno polje koje, priblizno, raste u svim pravcima od
centralnog dela "posude” gde treba da se konfinira i zagreva plazma.

Slika 87
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88.

Neka u sistemu S koji miruje egzistira homogeno a) elektri¢no polje (koje
recimo potice od proizvoljnog sistema fiksnih opterecenja koja se nalaze na
plotama kondenzatora) b) magnetsko polje. Naéi elektromagnetsko polje
koje vidi posmatraé u sistemu S’ koji se kre¢e brzinom ¥ normalno na linije
elektri¢nog (magnetskog) polja.

Na osnovu relativistickih formula za transformaciju elektromagnetskog
polja elektri¢no polje koje deluje u pokretnom sistemu glasi

— —
(E—fo B)

=t (1)

— —
Ey=Ey, E.=

dok za magnetsko polje imamo

(ﬁ)—ﬁxf/cz)
= e o i
B = By, B, = . (2)

V-5

Ovde smo sa || (L) oznacili paralelne (normalne) komponente elektri¢nog
i magnetskog polja u odnosu na pokretni sistemn, a ¢ je brzina sverlosti u
vakuumu. Relativisticki faktor 3 jednak je v/c.

a) Posto u ovom slucaju u sistemu S postoji samo elektricno polje,
prethodne formule za sistem S’ daju

— o — o —>,
E; E s —ix E —oxX E

T TTamp e ®)

Vidimo da u pokretnom sistemu pored elektri¢nog polja koje je uvecano za

faktor 1/4/1 — 32 deluje i magnetsko polje (dato formulom (3)) koje nije
postojalo u nepokretnom sistemu.

b) Sada u sistemu S deluje samo magnetsko polje pa transformacione
formule impliciraju

e z’f><§ = = §
Els——e——=9x B, B =— (4)
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Pored uvetanog magnetskog polja za faktor 1/4/1 — 3% u sistemu S’ deluje

i elektri¢no polje f2d (formula (4)) koje ne deluje u nepokretnom sistemu S.

| Pitanja i komentari |

Pokazite da oblici (1) i (2) zadovoljavaju princip relativnosti (udzbenik,
paragraf §143).

89.

—_ —
Dokazati da je skalarni proizvod E - B invarijantan u odnosu na Lorencove
transformacije.

Ako podjemo od Lorencovih transformacija, za transformisane kompo-
nente elektri¢nog

El=E,, (la)
V1-B2E, = E, - vB,, (1b)
V1-@E. = E, +vB,, (1c)

Ny, (2a)
V1-p2H, = H,+vD,, (2b)
VIZFH, = H,-vD,, (2¢)

_
tada proizvod E'- B' = E! B! + E,B, + E; B, prelazi u

i magnetskog polja

— e
E'-B' = E,B, + E B, + E. B,

1
2 Bl & — el iy, — vl e CH b DV

W s L L v

1
o JOE G NS LR . AR 5,

+ P e SO
Vi-F VI-p
§to posle malo algebre i koriséenja relacija D= so_ﬁ, B = Noﬁ ic=
1//io%o daje
—_ —
E'-B'=E,B; + E,B, + E,B,
=E-F,

¢ime je dokaz kompletiran.
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|7Pitan ja i komentariJ

Polazeéi od Lorencovih transformacija u vektorskom obliku

E’:fx—i-ﬁ(f-l-ﬁxf)L, (4a)
I?’:fo-%ﬁ(f_f—ﬁxﬁ)L, (4b)

gde je
E. =E,+E., (5a)
D=k, (5b)
H,=H,+H., (5¢)
Bi=pHy, (5d)

- — é ., . . — % b d =
pokazati da vazi E'-H' = E-H (ovde treba iskoristiti razvoj (@xb)-(@x¢) =
a*(b-¢) - (@-b)(b- 7)),

Na slican natin pokazati da je razlika E? — B? takodje invarijantna u

odnosu na Lorencove transformacije. Postoje li dublji fizicki razlozi da

—
pomenute kombinacije velicina E i B budu neosetljive na promene ko-
ordinatnih sistema?

90.

Naéi elektromagnetno polje tackastog opterecenja ¢ koje se krece konstant-
nom brzinom ¥ u odnosu na nepokretnog posmatraca.

Oznaéimo sa S’ sistem koji je vezan za naelektrisanje ¢ i neka se on
krece brzinom v duz x ose nepokretnog sistema S. U sistemu S’ postoji samo
elektri¢no polje

=_ 1 g5
E = TT;;T ) (1)

4Teg

— — —
dok je magnetsko polje B’ = 0. Ako polje E' razlozimo na paralelnu E'H i

—
! .
normalnu E’; komponentu u odnosu na pravac brzine
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e D a'el, -
g dreg (22 + y? + 2" 372 (2a)
£ q y'ey + 2'el, (2b)

L= dme (3 + 47 + 272

a zatim primenimo Lorencove transformacije za komponente elektromagnet-
skog polja

Eu=§'u, Bi= » (3a,b)

§||=E7||, —ﬁ_]_: L ; (3C,d)

kao i za koordinate

i x— vt ; ¥

&= —\/T———v_z/j’ ¥y =19 & =&y (4a,b,c)
posle malo racuna dobijamo
—E;” el (1 —v?/c*)(x — vt)é;, (50)
Ameo (2 — ot)? + (1 - v?/e)(y? + 22))°/?
T (1 - 0?/e)(5, + 22.) o
4meg ((z — vt)? + (1 = v2/e?)(y? + Zz))3/2 )
B’)" =0, (5¢)
— 1. —=
B = 6—2’0 gy AP (5d)

Ovde smo iskoristili €&injenicu da se ortovi pri prelasku iz sistema S’ u sistem
S ne menjaju tj. € = €'; (i = z,y, 2).
—
Ako usistemu S sa R = (z—vt)éy+yé,+¢, oznatimo radijus vektor tacke

u kojoj rac¢unamo polje u odnosu na pokretno opreteéenje a sa @ (sin ® =

Vy? + 22/ R) ugao koji vektor R gradi sa vektorom brzine ¥ opteredenja ¢
tada se zadnji skup relacija moZze zapisati u konciznom obliku

—_—
1. ¢R 1-2%/e (6a)
= dmeo B° (1— v ein? &/c2p/2
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—»_uoq_v"xﬁ 1 —wtje
T 4r  R® (1 - v?sin® ®/c?)3/? ;

(60)

Dobijeni izarazi predstavljaju relativisticke relacije za elektromagnetsko
polje pokretnog opterecenja q.

ﬁ)itanja, i komentariJ

U specijalnoj teoriji relativnosti postoji princip korespondencije koji kaze
da relativisticki izrazi za slu¢aj malih brzina v < ¢ prelaze u klasi¢ne. Lako
je videti da u ovoj aproksimaciji (6a) i (6b) postaju

— e
1 qR -—+_E2q17><R
" 4meg R’ Ty R

(7a,b)

tj. dobijamo klasi¢ne izraze za elektriéno i magnetsko polje pokretnog
optereéenja g. Pored toga moze se videti da se ovako napisane relativisticke
formule (6a) i (6b) razlikuju od klasi¢nih samo za multiplikacioni faktor
(1 - v?/c?)/(1 — v?sin® ®/c?)3/2. Skicirajte funkciju E = f(®). Koji je
osnovni zakljuéak? (Uporedite rezultate sa paragrafom §143 u udzbeniku.)
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FIZICKE KONSTANTE

Naelektrisanje elektrona e =1,60219 sl
Elektriéna konstanta € = 8,854191071%2 F/m
Magnetska konstanta i = 47 10~ H/m

Brzina svetlosti u vakuumu ¢ = 2,9979210% m/s
Masa mirovanja elektrona  m, = 9,1005107% kg
Masa mirovanja protona  m, = 1,6726 107>" kg
Masa mirovanja neutrona  my, = 1.6749 10-2" kg
Specificno naelektrisanje elektrona  e/m, = 1,7588 10" C/kg
Gravitaciona konstanta 7y = 6,67 107! Nm? /kg?
Ubrzanje Zemljine teze g =9,81 m/s?

Plankova konstanta  h = 6,6262 10734 Js
Bolcmanova konstanta k= 1,38107% J/K
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